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EXERCICES 



OH 



MATHÉMATIQUES. 



AVERTISSEMENT. 



Cet Ouvrage se composera d'une suite d'articles sur les difl'érentes 
parties des Sciences mathématiques. Il paraîtra par livraisons qui se 
succéderont à des époques peu éloignées Tune de l'autre. Dans ces ar- 
ticles, on se propose de passer en revue les diverses branches d'Ana- 
lyse, d'éclaircir les difficultés qu'elles présentent et d'offrir de nou- 
velles méthodes, à l'aide desquelles on puisse traiter plus facilement 
des questions dçjà résolues, ou résoudre celles qui ne l'étaient pas 
encore. Les principales applications de ces méthodes seront relatives h 
la Physique, à la Mécanique et à la Théorie des nombres. Parmi les 
objets qui seront traités dans les Exercices, on peut dès à présent in- 
diquer : 

Une formule qui fournit immédiatement une limite de la plus petite 
différence entre les racines d'une équation numérique, sans que l'on 
soit obligé de recourir à l'équation aux carrés des différences; 

La théorie des moments linéaires^ servant à simplifier l'enseignement 
de la Mécanique rationnelle; 

Une méthode à l'aide de laquelle on peut intégrer par approxima- 
tion des équations différentiellôs de forme quelconque, en déterminant 
les limites des erreurs commises; 

OEuvrts de C. — S. U, l. VI. 2 
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10 AVERTISSEMENT. 

Une nouvelle théorie du contact des courbes et des surfaces; 

La théorie des intép;rales définies et la recherche de formules géné- 
rales qui fournissent les valeurs des intégrales définies déjà connues et 
(l'un grand nombre d'autres; 

La résolution des équations numériques par les intégrales définies; 

L'intégration des équations aux différences partielles linéaires ou 
non linéaires ; 

Enfin un nouveau calcul, désigné sous le nom de calcul des résidus, 
et qui sert à sommer la série de Lagrangeavec d'autres séries du même 
genre, ainsi qu'à établir des formules nouvelles, relatives, soit à la 
détermination des intégrales définies, soit à la sommation des suites 
ou à l'évaluation des produits composés d'un nombre infini de fac- 
teurs. 

A la dernière livraison de chaque année sera jointe une Table des 
matières. 
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SUR L'ANALYSE 

DES SECTIONS ANGULAIRES. 



Depuis quelque temps, les géomètres se sont proposé de résoudre les 
difficultés que peuvent offrir plusieurs formules relatives aux sections 
angulaires. Ces mêmes difficultés se trouvant aussi résolues par les 
méthodes que j'ai données dans le Traité d'Analyse, publié en iSar, 
j'ai pensé qu'on ne verrait pas sans iiïtérêt une indication sommaire de 
ces méthodes, et des avantages qu'on peut en retirer. 

Les expressions que l'on rencontre dans la théorie des sections an- 
gulaires sont de deux espèces. Les unes admettent des valeurs multi- 
ples : tels sont les logarithmes et les puissances fractionnaires des 
quantités négatives et des expressions imaginaires. D'autres n'admet- 
tent qu'une seule valeur : tels sont, le plus ordinairement, les déve- 
loppements en séries. Quelquefois, parmi les valeurs multiples qu'une» 
expression présente, on rencontre une valeur particulière qui mérite 
d*être remarquée. Il m'a paru nécessaire de distinguer dans la nota- 
tion cette valeur particulière de toutes les autres, afin d'éviter la con- 
fusion que pourrait introduire dans le calcul l'emploi de la même nota- 
tion pour des usages divers. C'est pour cette raison que j'ai proposé 
d'entourer de doubles traits ou de doubles parenthèses les quantités 
comprises dans des fonctions qui admettent des valeurs multiples; 
d'indiquer, par exemple, par 

(I) l[[a-\-bs/'^) ou {{a^bs/'^)f 

l'un quelconque des logarithmes de l'expression imaginaire a-j-i\/— i, 
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12 SLR L'ANALYSE 

ou runc (le ses puissances fractionnaires du degré [j. = ±—iel de ré- 
server les notations 

(2) i{a-hbsf^i), [a^bsf^if 

pour indiquer un seul de ces logarithmes, ou une seule de ces puis- 
sances. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Si Ton désigne par r la racine carrée positive de a^ -+- 6-, et par h 
celui des arcs, compris entre les limites — - , -f- -> qui a pour tangente 

le rapport - » on aura généralement, pour des valeurs positives de a, 

^3 j l{[a^bs/^i)) :^/(,.) + Ov/=:i + /((!)), 

( [{a-\-b v/^))^= rl^(cos/xe + yj^^i sin aô)((i))i^; 

tandis qu'on aura, pour des valeurs négatives de a, 

( l[{a-^-bs^^^)) ^l{r) + Bsf=r,^i^^^,))^ 

(4) 

( {[a^b\f—i)Yz=zrV'[cosaO + \^~^is\ïiit.O){{—i))V: 

Or, parmi les valeurs multiples de /((i)), il en est une qui mérite d'être 
remarquée, savoir la valeur réelle 

/(l)z=0, , 

qu'il est naturel d'indiquer à l'aide de parenthèses simples. De même, 
parmi les valeurs multiples de ((1))^, il en existe une qu'il est égale- 
ment naturel d'indiquer à l'aide de parenthèses simples, savoir la va- 
leur réelle 

Cela posé, si l'on convient de réduire à la fois, dans les deux membres 
de chacune des formules (3), les parenthèses doubles à des parenthèses 
simples, on obtiendrais formules 

( l{a-^b^rri) =/(r)-^9v/~, 

( [a-^b v^^j^ = /-{^(cos/zô -h y/^ sin//9), 

qui serviront à définir les expressions (2), mais seulement pour des va- 
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DES SECTIONS ANGïJLAIRES. 13 

leurs positives de la constante a. Il est important de remarquer que 
chacune des équations (5) continuera de subsister si Ton change, dans 
les deux membres, le signe de y/— i . 

Dans le cas où a est négatif, les valeurs des expressions /((— i)) et 
((— i))**, comprises dans les seconds membres des formules (4)» sont 
toutes imaginaires, et Ton ne voit aucune raison pour appliquer la no- 
tation /(— i) ou (— i)*^^ y\yw^ de ces valeurs plutôt qu'à l'autre. On doit 
donc alors abandonner les notations l{a-hb\l — i), (a-hbs/— i)^, ainsi 
que les notations /( — i ) et ( — i )^. 11 y a plus : l'emploi de ces notations 
offrirait un grave inconvénient. En effet, admettons, pour un instant, 
la notation (— \)^ comme représentant la plus simple des valeurs de 
((—i))**, savoir l'expression imaginaire cosjjlt: -f- y^— i sin;/.-; et sup- 
posons que la définition de (a -h b\/— i)^ se déduise des formules (4), 
quand a devient négatif, comme elle se déduisait des formules (3), 
quand a était positif. On aura 

{a -f- b\/^)^=. rV-{cosiJ.9-\- v/^sîn/:;i9) (cosfxTr -H y'— i sini^.;:); 

et cette dernière équation devra subsister en même temps que la se- 
conde des formules (5), quand on supposera a = o, 6 = — i . Par suite 
on sera forcé d'admettre a la fois les deux équations 

(— v^—-^)^ = cos ^- v^— I sin — > 

(— v/^)^ = (cos — 4- v^^sin— j {cosuLK'\-\/'—i sinf/.7r), 

dont la première exclut évidemment la seconde. 
Les notations 

restreintes, comme on vient de le dire, au cas où a est positif, jouissent 
d'une propriété très remarquable [voir Y Analyse algébrique, Chap. IX, 
et les 3-]^ et 38*^ Leçons du Calcul infinitésimal). Cette propriété consiste 
en ce que les séries convergentes, qui fournissent les développements 
de l{a-hb) et de {a-hb)^, quand b^ est inférieur a a% représentent 
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r* SUR L'ANALYSE 

encore Jes développements de./(a-f- by/—i) et de {a -h byj— ify dans 
le cas où Ton remplace b par b\j—\. Les deux expressions imagi- 
naires 

l[a-^b y/^), [a -h bsf^if 

sont, parmi les diverses valeurs de/((a-t-iv— 0)<îtde ((«-t-^v — 0)^» 
les seules qui jouissent de cette propriété. Dé plus, comme on a géné- 
ralement, en posant - = B, 

il est clair qu'on peut se contenter d'établir la propriété en question, 
pour le cas oii Ton suppose la constante a réduite k l'unité, ainsi que 
je l'ai fait dans V Analyse algébrique. 

Je vais maintenant rappeler en peu de mots quelques applications 
des principes ci-dessus exposés, et quelques-unes des formules aux- 
quelles ils conduisent. 

Les équations que l'on rencontre dans l'analyse des sections angu- 
laires sont de deux espèces. Dans quelques-unes d'entre elles, chaque 
membre a des valeurs multiples. Ce sont les équations les moins pré- 
cises; car chaque équation de cette espèce indique seulement que l'une 
des valeurs du premier membre est égale à l'une des valeurs du se- 
cond. On peut citer comme exemples les formules (3) et (4). Dans d'au- 
tres équations, le second membre a une valeur déterminée. Alors il n'y 
aurait nul avantage à placer dans le premier membre une expression 
dont les valeurs seraient multiples; car ce serait indiquer en quelque 
sorte qu'on ne sait pas quelle est celle des valeurs du premier membre 
qui doit être égalée au second. On sent donc alors la nécessité d'em- 
ployer dans le premier membre une notation qui ne puisse s'interpréter 
que d'une seule manière. On remplira aisément cette condition en 
adoptant les notations ci-dessus mentionnées. Ainsi, par exemple, en 
désignant par t un arc quelconque, par jx une quantité quelconque, 



Digitized by 



Google 



DES SECTIONS ANGULAIRES. 15 

par :; une autre quantité comprise entre les limites — i, n-i, entin 
par 

^ — arctang- 



1 -h Z 0,0% t 



un arc renfermé entre les limites — -, -h -> on trouvera [voir YAmi- 

2 2 ^ 

lyse algébrique y pages 295 et 296), 



\ H- '-^(008^ + V— I sm^j-4- i-^-^ -Z^[cOS2t-^\—l %\X\2t) -f-. . . 

( =z [1 -h 5(003^4- v'"-^ si n^]^, 



ou, ce qui revient au même, 

i-l- ^'^(cos^-t- v^^^^sin^) -h f^^^~'^ -i(cos2^ 4- \j'—i sina^) -t-. . . 

1* 

=1(1 + 23cos^ -i-^')*(cos/x5 4- v'—i sin/x5). 



{^) 



On conclut aisément de l'équation (7) ou (8) que la formule connue du 
binôme, savoir 

(9) {-^ -+- y)^-'^^ -H l^xV-^'y + ^'^^^'"^'^ ,rf^-«j* + . . .= xV-(i -+- '-^V, 

subsiste pour des valeurs quelconques de (/., non seulement dans le cas 
où X et y sont des quantités réelles dont la première est positive, mais 
encore dans le cas où x et j sont des expressions imaginaires, dont la 
première a pour partie réelle une quantité positive. On établirait avec 
la même facilité les formules 

!/[i -\- ^(cos^ 4- v/^ sin^)] 
f / , \ Z^ f , .X 

=:-5(cos^-h V' — ' sm^J (cos2^H- y/— I sm2^; -h. . ., 



(li) 



j /(i 4- 2:; cos^ + z'') -f- Tare tang ^ ^^,^"^g J \^-^ 

\ — 3(cos^4- v^'-'-^sin^)--. . ., 



(,.) /(.+^)=/(.)+z_iz! + 'z; 
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16 SLR L'ANALYSE 

qui subsistent dans les mêmes hypothèses que les équations (7), (8) et 
(()), et dont la seconde est la formule (37) (§ 2) du Chap. IX de VAna- 
lyse algébrique. 

Parmi les formules relatives aux sections angulaires, les géomètres 
ont remarqué celles qui fournissent les développements de cos;/.3 et de 
sin;7.3, suivant les puissances ascendantes ou descendantes de sin:;, 
cosz ou tang:?, ainsi que les développements des puissances de sinus 
et de cosinus, en fonctions des sinus ou cosinus d'arcs multiples. Nous 
nous bornerons à présenter ici quelques réflexions sur chacune de ces 
formules. 

Soient |^- une quantité quelconque et z un arc compris entre les li- 
mites — 7» H- -• Les valeurs de cos[i.c et de sinjxs se développeront 
(Ml fonctions des puissances ascendantes de sins par les formules 

l C0SU5 — I — ^— siii'ij-h ^ ^ ., / sm*j — . . . 
1 * 1.2 I .2.3.4 

(1:^) ; 

\ — cos:; I — sni':; -H -^ ^15—7 — ^siii*^ — . . . , 

L ''2 1.2.3.4 1 

[ 'suiu.z — sina^ — î— £- — 5— sin*;? -H ^-^ 0—7-^ — — sin*^ — . . . 

I * *^ 1.2.3 1.2.3.4.^ 

Ii4) ' 

/ —co^z jULSinc — ^—^ ^ sin'5 + . . . 

\coir Y Analyse algébrique, p. 548 et :)49)- Si, dans les formules (i3) et 

[\i\), on remplace z par - — :?, on obtiendra celles qui fournissent les 

développements de cosjjl:; et de sinjjis en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de coss. 

Si Ton voulait développer, suivant les puissances ascendantes de 
sinr, non plus sin|i.5 et cos;/.5, mais 

sin/x(x; ±: /it:) et 0.0% a [z±in 7:), 

n étant un nombre entier quelconque, il suffirait de joindre aux for- 
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DES SECTIONS ANGULAIRES. • i7 

mules (i3) et (i4) les deux équations connues 

sin/Jt(cib m:) =zcostJ.m: sin/x5 db sin/x/i7rcos|y.5, 
cos/x(5 ± ni:) = cos ^jl m: cos tJ- z =p s\nu.m: sinu^. 

Il importe d'ailleurs d'observer que, l'arc :; étant supposé compris 
entre les limites , -^ -, z± nr. représente un arc dont la valeur est 

entièrement arbitraire. 

Si l'on désigne par ^l une quantité quelconque et par s un arc com- 
pris entre les limites — 7» -+- ^> les valeurs de cosja^ et de sin|jL^ se 

développeront, suivant les puissances ascendantes de la tangente, par 
les formules 

/ /^ ( M — 

l C0SpL5 = COSH-^ — ^--^^ C0Sf^-*.Ç SXTi'S -+-... 

( =1= cos^s ïi — ^'^^"^^ lang-5 + ...], 

ifJ'- ... . l^(" — i)(t^ — 2) .. , 
sina5=i -cosi*-*5sm5 — ^-^ '-^z ^cosH--3^sm'5 -+-. . . 
^ I 1.2.3 

[ =: /x cosi*^ lang^ — ^-^ ^-^^ — — tang'5 4- . . . 



(16) 



{voir V Analyse algébrique, p. 297). Si la valeur numérique de s était 

renfermée entre les limites 7, -> les séries comprises dans les seconds 

membres des équations (1 5) et (16) deviendraient divergentes et n'au- 
raient plus de sommes. 

Les développements connus de cos[7.:; et de sinjAS, suivant les puis- 
sances descendantes de sin- ou coss, ne peuvent s'obtenir que dans le 
cas où ^L est un nombre entier. Ils se déduisent immédiatement des for- 
mules (i3), (i4)» etc., lorsque, dans les séries que renferment les se- 
conds membres, on renverse l'ordre des termes, en écrivant les pre- 
miers ceux qui étaient les derniers, et réciproquement. On tirerait avec 
la même facilité des formules (i 5) et (16) les développements de cosp.^ 

Œuvres de C. — S. H, t. VI. 3 
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18 ' SUR L ANALYSE 

et de sin [LS suivant les puissances descendantes de tang^, en suppo- 
sant la quantité (x réduite à un nombre entier. 

11 me reste à parler des formules qui fournissent les développements 
des puissances de cosz et de sin^ suivant les cosinus ou sinus des arcs 
multiples de s. Dans le cas le plus général, ces formules peuvent être 
déduites de la sommation des séries 

( U= C0S|UL5-hfXC0S(/X — 2)5-h ^^^^^^ COSill— i) Z -\- . . ., 

(ï7) < 

/ {^ =z sinixz-^- iJL &in(iJ. — 2)z-h ^-^ • sin(p. — 4)^-+-. . ., 

qui sont elles-mêmes comprises dans les suivantes : 

!U =:C0SfX5 4- /Jl/C0S(^ — 2)54- î-^^- 7*COS(/^ — l\)z -h. . .9 
1.2 

I \ =z sm^z-hfiy s\n{ii — 2)z-^ ^-^ -y^ sin(]tz -— 4)^ -+- 

Observons d'ailleurs que, pour rendre celles-ci convergentes, on doit 
toujours renfermer y entre les limites — i, -f- 1. Cela posé, si l'on 
ajoute la première des formules (i8) à la seconde multipliée par yj— i, 
on trouvera 

(19) U + Vv/=Ti= e\^'>/^ fi -+- ^je-'^V^-f. ?il^:i-L) ^«e-W^-i- . . . V 
Par conséquent, la question se réduit à trouver la somme de la série 

(20) I, /xj(?-«-v-i, ^ ' ^ -^ ^'«g-W-', .... 



1 .2 



Or il résulte immédiatement de la formule (7) que cette somme est 
équivalente, pour des valeurs quelconques des quantités [x et c, à 

On aura donc généralement 

(22) u -4- \v^ = e»^^>/^(i + Je-*v=^)^ 
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DES SECTIONS ANGULAIRES. lî) 

et, par suite, 

(23) u 4- ^^\f^i — e!*^>Fï(i 4- e-«-v^)^ 

Les formules (22) et (23) suffisent pour déterminer les quatre quanti- 
tés U, V, w, r. Concevons, par exemple, qu'on demande les valeurs de 
u et de {?. On posera 

6 désignant un arc compris entre les limites > -h ~j et /i un nombre 

entier quelconque. On aura, par suite, 

et la formule (23) donnera 

— ^ii/iicv^^(gev~i-f.g-ev/^)i*— (2cose)i*(cos/jt/i7rdzv/— isin/Jt/i7r). 
On en conclura 

(24) tf = (2COs6)i*cos/x/i7r, i'=:(2Cosô)i*sina/i7r. 

Les deux équations précédentes peuvent remplacer des formules équi- 
valentes données par M. Poinsot dans ses Recherches sur l'analyse des 
sections angulaires y ainsi que les quatre formules données par M. Pois- 
son, sous les n*** (10) et (i i), dans le Bulletin des Sciences de septembre 
1825. 

Il ne faut pas oublier que les séries comprises dans les formules (17) 
ne peuvent être sommées que dans le cas où elles sont convergentes. 
Or c'est ce qui arrivera toujours si la quantité \l est positive. En effet, 
on a généralement, en supposants^ inférieur à l'unité et l'exposant (a 
positif ou négatif, 

(25) (i^;;)P^:^,^^.--^('-^'^->.-^('-^f^)(^"^).^-^.... 
^ ^ ^ I 1.2 1.2.3 

Or il est facile de s'assurer : 1° que les termes de la série précédente, 
qui renfermeront des puissances de z d'un degré supérieur à la valeur 
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numérique de l^exposant;/., seront tous affectés du même signe; 2** que, 
si Ton fait converger z vers la limite i, la série ne cessera pas d'être 
convergente, quelque petite que soit la différence de 5 à l'unité. Il est 
aisé d'en conclure que, pour 5 = i , la série sera convergente ou diver- 
gente suivant que la limite de la somme (i — 5)^ sera finie ou infinie. 
Le premier cas aura évidemment lieu si ja est positif, puisqu'on trou- 
vera, dans cette hypothèse, (i — 1)1* = 0. On aura donc, pour des va- 
leurs positives de ;/., 

^ ' I 1.2 1.2.3 

et, puisqu'alors la série 

— p. ^fj.(j — u) --f/.(i- ' /x)(2 — g) 

(27) I, > > iz > 

^ ' I 1.2 I .2.3 

sera convergente, on pourra en dire autant a fortiori des séries com- 
prises dans les formules (17). Si l'on supposait, au contraire, •/. négatif 
et égal à — V, on trouverait, en posante = r , 

et, par suite, la série (27) ou 

, Q, V V(v-hl) v(V4-l)(v-t-2) 

^ ^ I 1.2 I.2ï3 

serait divergente. Ajoutons que le terme général de cette série, savoir 

v(v-f- i). .".(v-h/i — i) 



(29) 



1.2.3.../* 



croîtra ou décroîtra indéfiniment, pour des valeurs croissantes de //, 
suivant que l'on supposera v > i ou v < i ; et d'abord, il est clair que, 
si V désigne un nombre entier supérieur à l'unité, l'expression (29) 
pourra être présentée sous la forme 



(n -f-i)(/t-+- 2). . .(/i-f- y — 1) ^ 

1.2.3. . .(V — l) 



(3o) ^^^ — r^rzz^^ , 
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d'où il résulte qu'elle deviendra infinie pour des valeurs infinies de n. 
De plus, si l'on fait avec M. Legendre 



r(y) — f a:''-'e-^c/j-, 



l'expression (29) deviendra généralement 

T{n-hv) 

et, comme, en désignant par e une quantité dont la valeur numérique 
décroisse indéfiniment avec -> on aura, pour de grandes valeurs de r, 

1 
!(/•) = (i + e)/"^»e-'*v/27:, 

on trouvera, par suite, 

J5 devant converger en même temps que - vers la limite o. Or il est 

clair que le second membre de l'équation (3i) se réduira, pour des 
valeurs infinies de /i, à zéro, à l'unité ou à l'infini positif, suivant que 
l'on supposera v< 1, v = i ou v > i. On pourra donc en dire autant de 
l'expression (29); d'où il est aisé de conclure que les séries comprises 
dans les formules (17) seront divergentes pour des valeurs négatives de 
[A renfermées entre les limites [;. = — i , p. = — x> . Quant aux valeurs 
de [X renfermées entre les limites jx = o, [x = i, on démontrerait faci- 
lement, par des procédés semblables à ceux que nous avons employés 
dans le Chapitre VI de V Analyse algébrique, qu'elles rendent ordinaire- 
ment convergentes les séries comprises dans les formules (17). On doit 
toutefois excepter le cas où l'on supposerait 25 = 7:. 

Des remarques diverses que nous venons de faire, il résulte que les 
formules (23) et (24) doivent être restreintes au cas où la quantité ;x se 
trouve renfermée entre les limites [x = — r, (jl = œ , c'est-à-dire au cas 
où la quantité [x -h i est positive. 
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Nous nous sommes contentés, dans cet article, de montrer comment 
les principes que nous avons établis s'appliquent à la sommation des 
séries. Mais c'est surtout dans le Calcul intégral, et particulièrement 
dans la théorie des intégrales définies, que les mêmes principes reçoi- 
vent de nombreuses et d'utiles applications. On peut consulter, à ce 
sujet, le XIX*^ Cahier du Journal de V École royale Polytechnique, ainsi 
qu'un Mémoire publié sous la date d'août 1824, et relatif aux inté- 
grales définies prises entre des limites imaginaires. 
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SUR 



UN NOUVEAU GENRE DE CALCUL 



ANALOGUE 



AU CALCUL INFINITÉSIMAL 



On sait que le Calcul différentiel, qui a tant contribué aux progrès 
de l'Analyse, est fondé sur la considération des coefficients différentiels 
ou fonctions dérivées. Lorsqu'on attribue à une variable indépendante œ 
un accroissement infiniment petit £, une fonction f[x) de cette variable 
reçoit elle-même en général un accroissement infiniment petit dont le 
premier terme est proportionnel à e, et le coefficient fini de ê dans 
l'accroissement de la fonction est ce qu'on nomme le coefficient diffé- 
rentiel. Ce coefficient subsiste, quel que soit x^ et ne peut s'évanouir 
constamment que dans le cas où la fonction proposée se réduit à une 
quantité constante. Il n'en est pas de même d'un autre coefficient dont 
nous allons parler, et qui est généralement nul, excepté pour des 
valeurs particulières de la variable x. Si, après avoir cherché les valeurs 
de X qui rendent la fonction/(a?) infinie, on ajoute à l'une de ces 
valeurs, désignée par ar<, la quantité infiniment petite e, puis, que l'on 
développe /(a?, 4-e) suivant les puissances ascendantes de la même 
quantité, les premiers termes du développement renfermeront des 
puissances négatives de e, et l'un d'eux sera le produit de - par un 
coefficient fini, que nous appellerons le résida de la fonction /(j?) re- 
latif à la valeur particulière x^ de la variable x. Les résidus de cette 
espèce se présentent naturellement dans plusieurs branches de l'ana- 
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lyse algébrique et de l'analyse infinitésimale. Leur considération fournit 
des méthodes simples, et d'un usage facile, qui s'appliquent à un grand 
nombre de questions diverses, et des formules nouvelles qui paraissent 
mériter l'attention des géomètres. Ainsi, par exemple, on déduit immé- 
diatement du calcul des résidus la formule d'interpolation de Lagrange, 
la décomposition des fractions rationnelles dans le cas des racines 
égales ou inégales, des formules générales propres à déterminer les 
valeurs des intégrales définies, la sommation d'une multitude de séries 
et particulièrement de séries périodiques, l'intégration des équations 
linéaires aux différences finies ou infiniment petites et à coefficients 
constants, avec ou sans dernier terme variable, la série de Lagrange 
et d'autres séries du même genre, la résolution des équations algé- 
briques ou transcendantes, etc 

La recherche des résidus d'une fonction /(x) s'effectue d'ordinaire 
avec beaucoup de facilité. En effet, soit toujours .r, l'une des valeurs 
de r qui rendent cette fonction infinie, c'est-à-dire l'une des racines 
de l'équation 

(0 



/(^) 



La valeur du produit {x — x^)/[x), correspondante à x — j:-,, se pré- 
sentera sous une forme indéterminée. Mais, en réalité, elle sera très 
souvent une quantité finie. Adoptons d'abord cette hypothèse et fai- 
sons 

{;) (.r-^,)/(.T) = f(^). 

On tirera de l'équation (2) 

(3) /(-)=-/^-. 



et, par suite, 

désignant un nombre inférieur à l'unité. Par conséquent le résidu 
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(le la fonction/(j?), relatif à la valeur x = a:^, sera la quantité finie 

(•^) f(^i), 

ou, en d'autres termes, la valeur du produit 

correspondante à e = o. Dans le cas que nous venons de considérer, 
l'équation (i) est censée n'admettre qu'une seule racine égale à x^, 

On dit que l'équation (i) admet m racines égales k Xt, m désignant 
un nombre entier quelconque, lorsque le produit [x — Xt)'^f{x) ob- 
tient, pour X = Xt, une valeur finie différente de zéro. Soit, dans cette 
dernière hypothèse, 

(7) (j:-xOV(^) = f(^)- 

f(,r,) sera une quantité finie, et Ton aura 

(«) /(-)=(^^"' 

puis on en conclura, en posant x = Xt -h t, 

/(^t4-£)=: ;,, 

(9)' 

( -g,«U-^l)-+-g,n-l , ■^•••■^e 1.2.3... (W-I)^ I.2.3...//j' 

6 désignant toujours un nombre inférieur à l'unité. Donc le résidu de 
la fonction /(a:), relatif à la valeur j? = ^,, sera la quantité finie 

(^^^ 1.2.3. ..(m-i)' 

OU, en d'autres termes, ce que devient l'expression 



(ri) 



.2. 3... (/« — !) C/S'"-» 



lorsqu'on pose, après les différenciations, e = o. 

Pour abréger le discours, nous appellerons résidu intégral de la fonc- 
tion /(j:^) la somme des résidus de cette fonction relatifs aux diverses 

Œuvres de C. — S. II, t. VI. 4 
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racines réelles ou imaginaires de l'équation (i), et résidu intégral pris 
entre des limites données la somme des résidus correspondants à des 
racines dans lesquelles les parties réelles et les coefficients de \/— i 
ne devront pas dépasser certaines limites. Vextraction des résidus sera 
l'opération par laquelle nous les déduirons de la fonction proposée. 
Nous indiquerons cette extraction à l'aide de la lettre initiale i\ qui 
sera considérée comme une nouvelle caractéristique, et, pour exprimer 
le résidu intégral de/(a?), nous placerons la lettre c devant la fonc- 
tion entourée de doubles parenthèses, ainsi qu'il suit : 

(12) ^((/(^))). 

Dans la notation (12), les doubles parenthèses, dont nous avons précé- 
demment fait usage pour exprimer les valeurs multiples des fonctions 
(twla page ii), serviront à rappeler la multiplicité des valeurs que 
l'on devra en général attribuer successivement, non plus à la fonction 
donnée, mais à la variable elle-même. Lorsque la fonction /'{x) se pré- 
sentera sous la forme fractionnaire 

(.3) /{•r)=l^> 

et que nous voudrons indiquer la somme des résidus relatifs aux ra- 
cines de l'équation 

(i4) F(.r) = o, 



nous écrirons 



f(x) 






appliquant ainsi les doubles parenthèses à la seule fonction F(.r)('). 
Au contraire, la notation 

('6) <^~i\^r 

(») Nous avons ici profité, pour rendre les notations plus simples, de quelques obser- 
vations qui nous ont été faites par M. Ostrogradsky. 
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représentera la somme des résidus de/(.r), relatifs aux seules racines 
de Téquation 

De même, si Ton suppose 

(i8) F(^) = 9(x)x(^), 

les deux notations 

(.9) Zn-zT^^^^^. L '^-^^ 



exprimeront, la première, la somme des résidus correspondants aux 
racines de <p(a;) = o, et la seconde, la somme des résidus qui corres- 
pondent aux racines de y^{x) — o, en sorte qu'on aura généralement 



^((?(^)z(->^))) <-'((?(-^)))X(^) ^9('^)((X('^))) 
De même encore, si l'on suppose 

(21) f(a-) = ?(^)x('^). 

on obtiendra l'équation 

, . r ((?(^)x(-^))) _ r ((?(-^)))x(-^) . r ?(>^)((x(-^))) 

^^^^ c^ F(^) "^ V{jc) '^ ^ ¥{x) 

dans laquelle les deux termes du second membre représenteront, le 
premier, la somme des résidus AQf[x) relatifs aux racines de — - = o, 

et le second, la somme des résidus relatifs aux racines de -r— = o. 

Si l'on fait, en particulier, 7 (^) =x — a;<, la seconde des notations (19) 
se trouvera réduite a 

^^^ C.((x-X,))Q(^)' 

et représentera le résidu partiel relatif à une seule des racines de l'é- 
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quation (i). De plus, comme on aura dans cette hypothèse 



o(x) 



:(X — X,)/(J-), 



il est clair que le résidu correspondant a la valeur x — .x\ pourra encore 
être exprimé par la notation 

ce que Ton pouvait conclure directement des conventions adoptées. 
Knfin, si nous voulons indiquer la somme des résidus de /(.r), relatifs 
à celles des racines de l'équation (i) dans lesquelles les parties réelles 
<lemeurent comprises entre deux limites données a\^ X, et les coeffi- 
cients de v^— I entre deux autres limites Vo, Y, nous emploierons la 
notation 

(25) ^i\(/(^))). 

Ainsi, par exemple, si l'équation (i) ^^'^i q"^ des racines imaginaires, 

(-^6) ' l^{{f{^))) 



-»^-^o 



représentera la somme des résidus relatifs aux racines dans lesquelles 
le coefficient de y — ï sera positif. 
Ces diverses conventions étant admises, on aura évidemment 



(î.8) 



f(x) _ r""-"(.r,) 



<^(((.r-x,)"')) i.3.3...(m-i) 



Xi désignant une valeur particulière de œ, pour laquelle la fonction 
f (jt) ou f'"* ''(^) conserve une valeur finie. On trouvera encore, si l'é- 
quation (i) n'a qu'une seule racine égale à Xf, 
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et, si l'équation (i) fournit m racines égales à a?,, 

^^^^ C/ (((^_ar,y«)) i.?..3...(m — I) (?£'«-» ' 

£ devant être réduit à zéro, lorsqu'on aura effectué les différcntiations. 

f ( r) 
Si la fonction /(x) se présente sous la forme fractionnaire rA^» «t que 

a-, soit une racine de l'équation F(j:) = o, on aura 

F(.r, + e)^£F(^,-h0£), 

désignant un nombre inférieur à Tunité. Donc alors la valeur du 
produit 6/(^1 -h ê), correspondante à e = o, sera 






et la formule (29) donnera 



r^nfin, si l'on nomme a une quantité comprise entre les limites a?^, X, 
et b une quantité comprise entre les limites /o» Y, on aura généra- 
lement 



(32) "^((/(^)))="^((/(^) ))+"£. ((/(^))) 



et 

X ^Y \ ^b X ,Y 

<^ ((/(^)))= ^ ((/(-r)))-!- ^ 



(33) \r ((/(x)))='^ ((/(a:)))4-*^ ((/(.x^))). 



Pour que ces dernières formules s'étendent à toutes les hypothèses (|ue 
l'on peut faire sur les valeurs des quantités a, b, x^, X, jo» Y, il suffit 
de concevoir que, dans le résidu intégral représenté par la notation ( 25 ], 
on réduit chaque résidu partiel à la moitié de sa valeur, toutes les fois 
qu'il correspond à une racine dans laquelle la partie réelle coïncide 
avec une des limites x^^, X, ou le coefficient de sj— i avec l'une d(»s 
limites jo» Y; et au quart de cette même valeur, toutes les fois (|ue 
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les deux conditions sont remplies. Cela posé, si l'équation (i) a des 
racines réelles et des racines imaginaires, la notation (26) représen- 
tera évidemment la demi-somme des résidus relatifs aux racines réelles, 
augmentée de la somme des résidus correspondants aux racines ima- 
ginaires dan^ lesquelles le coefficient de \/— i est positif. 

Concevons présentement que Ton remplace la fonction /(a:) par la 
somme de plusieurs fonctions <p(j7), y(j?), On établira sans diffi- 
culté les formules 



(34) £. ((?(^)-+-xU-) -+-...))= ^ ((?(^)))+ j; ((X('^)))-H..., 

(35) V((9('^)-+-X(^^0+...))==^<Î^\(9('^)))-+-^^Î;,\(x(-^)))-+--..- 

On trouvera de même 

,0^. r ?(-^) + X(-^')h-... __ p 9(.r) p X(-^) . 

^ ^ ^ ((F(^-))) "'^((F(a:))")"^^((F(a:)))"^---' 

Soit de plus/(^, 5) une fonction des deux variables indépendantes 
.r, z; et supposons que l'équation 

résolue par rapport à ^r, fournisse des racines indépendantes de la 
variable :;. Si Ton désigne par Xt Tune de ces racines, il est clair que 
le résidu de la fonction dérivée 

correspondant *à x = x^y ne différera pas de la dérivée relative a 5 du 
résidu de la fonction /{x, z). Car ces deux quantités se réduiront Tune 
et l'autre au coefficient du rapport 
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dans le développement de l'expression 

suivant les puissances ascendantes des accroissements e, i. Cette re- 
marque pouvant s'étendre aux diverses racines de l'équation ('Î7), que 
l'on suppose indépendante de la variable js, on en conclura 



i((^/i-.))_ ^^ 



Soit maintenant 

(39) f{x,z)^.f ¥{œ,z)dz, 

:?o désignant une valeur particulière de z. On aura, par suite, 

(40) ^^=F(...). 

puis, en intégrant les deux membres de l'équation (38) à partir de 
z = 5o, on trouvera 

(^»î) /'£ ((F(^, .-)))./.- = ^((^j"Vu, .)./.- jj. 

On établirait pareillement les formules 

(^,,) ^.rVr. ((/(^> ^) )) ^ y ff à/ja:, z) \\ 

et 

(13) /r.<i^l((^^(^^^)))^-^=^.V^ 

les deux intégrales relatives à z étant prises entre les mêmes limites. 
Il résulte évidemment de ces diverses formules que l'on peut différen- 
tier et intégrer sous le signe C, aussi bien que sous le signe /. 

Si, dans la formule (9), on remplace s par a; — a^,, et — —^ — — 
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par v(-^*)» on trouvera 
f(x) 



(»4) 



f(.r,) . I ï'(,r,) , I r(.r,) 



(j: — xi)"» I (J7 — X,)'"-' 1.2 (a—. f,; 

1 . 2 . 3 . . . ( W — I } a' — X| 



^{.r). 



La fonction i(^), comprise dans celte dernière formule, acquerra jçé- 
néralemcnt, pour j: = jt,, une valeur finie, savoir 



I . 2 . 3 . . . //J 



De plus, on tirera de l'équation (28), en y remplaçant m par m 4- 1, et 
la lettre x par la lettre z, 

.... f^)Or^ _ n Hz) _ 

^^^ 1.2.3.../;* ~ <-'((( ^ — ^r, )'"-*> j) 

Cela posé, on aura 

' f(.ro £ _iVi_) j_ __n_^ii_ . + ' r^"'-')u^) 

(jr — x^)"'' i(x— Xi)'"-» 1.2 (x — x,)"'-* '*' i.2.3...(m — ij ./• — ./•, 

I p f(^) , I p f(:;) . . t r H^) 



+-r- -TTr-r/. ,.., ^ /.... +...+ - J 



(-r-x,)"'<^((5-x,)) (x-x,)"'-'<--U(5-.t,)')} • a--.r,«-(((i-.r,)"')) 
r •"(-) (.r — .r,)'" — (3 — x,)'" 



0(u:-x,)"'U(---^i)"')) -r-- 

_ r f(s) L_ r (g-.r.)'"f(c) 

- 0(x_5)(({5_x,)''')) (x-x,)"'0(x-=)U(s-J-,)"'))' 

D'ailleurs la notation 

p (c-.r,)"'f( ; ) ^ p (;-x,)f(c) 
«^ (X - 5) U (- - X,)'" )) ^ (X - 5) U= - X,)) 

représente le résidu de la fonction 

m -M 
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relatif à z = x,; et, comme ce résidu est évidemment nul, attendu que 
la fonction (48) conserve pour z = x, une valeur finie, savoir 

f(r,) 



«37 — "" ÛC* 



nous pouvons conclure que Ton a généralement 



(•19) 



(j: — X,)"» I (a; — ori)'"-» 1.2 (x — j?,)'«-2 
1 f(^-^H.r,) 



l 



1.2. 3... (m — 1) œ — Xi 

Hz) 



(œ-z)(((z-a^,r)) 



On peut vérifier directement l'équation (49). en observant que le 
second membre de cette équation représente la valeur de l'expression 

,™-. ri(£L] 

.. . I L>y — ^J 

^""^^ i.2.3...(m — 1) dz'"-' 

correspondant k s = x^. Comme on a, d'autre part, 

le second membre de l'équation (49) pourra être réduit à 



ou même a 



^(a:^z)((z-j:,))' 



Par suite, l'équation (44) donnera 

Il résulte de cette dernière que, pour déduire de la fonction /(^), qui 
devient infinie lorsqu'on suppose x = Xt, une autre fonction qui con- 
serve, dans la même hypothèse, une valeur finie, il suffit de retrancher 

oeuvres de C. - S. H, t. VI. ^ 
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de/{x) une somme de fractions rationnelles équivalente à l'expression 

c'est-à-dire, le résidu de la fonction 

(53) ^^^ 

relatif à 5 = ir<. 

Concevons maintenant que Ton veuille déduire de la fonction /(a?) 
une autre fonction qui ne devienne jamais infinie pour aucune des 
valeurs particulières a; = a:,, a? = x^^ .... Il suffira évidemment de re- 
trancher de/( a?) la somme des résidus de la fonction (53) correspon- 
dant aux valeurs 5 = j;,, 5 = ^Tj, . . ., c'est-a-dire le résidu intégral re- 
présenté par la notation 

Donc, si l'on pose 

(55) /(.)_r(M£)l)^,(,), 

la fonction xs{x) conservera une valeur finie pour a? = a?, , ar = j^^» . . . , 
et par conséquent pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires 
de la variable x. 

Dans le cas particulier où/( a?) désigne une fraction rationnelle, V5{x) 
ne peut être qu'une fraction de même espèce, dont le dénominateur ne 
doit jamais s'évanouir, et par conséquent une fraction dont le dénomi- 
nateur est constant ou, en d'autres termes, une fonction entière de x. 
Cela posé, soit 

f(a:) et F(^) désignant deux fonctions entières. Si le degré de la se- 
conde surpasse le degré de la première, la fonction /(a?) s'évanouira 
pour des valeurs infinies de x, et l'on pourra en dire autant des deux 
membres de l'équation (55), d'où l'on conclura que la fonction entière 
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a(a?) se réduit à zéro. On aura donc, dans cette hypothèse, 



X — -3 



La formule (57) fournit le moyen de décomposer dans tous les cas pos- 
sibles la fraction rationnelle/(a7) en fractions simples. 

Concevons, pour fixer les idées, que l'on veuille décomposer en frac- 
tions simples la fraction rationnelle 



On tirera de la formule (57) 



= 1 



(08) 

_ r i ^ r 



D'ailleurs, si l'on désigne part une quantité infiniment petite, on aura, 
en vertu des formules (27) et (3o), 



I I I 



/ 



et 



(^--)(5-M)(((^-»)M) 

d —. r 

_ (2 -hfi) {X— !--£)_ 



di (2 -+-£)* J" — I —£ 2 + e(j: — I — £)* 

II II 



(\ X — I 2 (jr* — 1)* 
On trouvera donc 

^ I Il II II 

^^^ (x-4-i)(a? — 0* "■ 4 x+T~ 4 'x'^ "^ 2 (^ — i)-' 

ce qui est exact. 
Si, dans la formule ( Ï7), on remplace /(^) par ^—^ et si Ton sup- 

t \X) 
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36 SUR UN NOUVEAU GENRE DE CALCUL 

pose 

(60) F(x) z={x — .rj) (.r — a:,) ... (x — .r« ), 

m étant un nombre entier quelconque, on trouvera 



(.r — JP^ ) (^ — X,) . . . (^ — x,„ ) 



(Oi) 






ot, par suite, 

(62) < 

/ ^ (^ — .ri)...(.r — J-;;,_,) 

Cette dernière équation est la formule d'interpolation de Lagrange. 

Si, après avoir multiplié par x les deux membres de l'équation (57), 
on attribue à la variable x une valeur infinie et si l'on désigne par J 
la valeur correspondante du produit x/[x), on obtiendra successive- 
ment les deux formules 

I 

X 

et 

(63) .f=^((/(:;))). 

Si la quantité É s'évanouit, on aura simplement 

(64) 4{^((/(5)))=o. 

Cette dernière formule subsiste toutes les fois que, dans la fraction ra-. 
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ANALOGUE AU CALCUL INFINITÉSIMAL. :M 

tionnelle désignée par/(a7), la différence entre le degré du dénomina- 
teur et celui du numérateur devient supérieure k Tunité. E]le coïncide 
avec une équation établie dans le Journal de T École Polytechnique {voir 

la page 5oo du XVIII® Cahier). Si Ton y remplace /(^) par f^- > elle 
subsistera dans le cas même oii la différence ci-dessus mentionnée s<î 
réduirait à l'unité. On aura donc alors 

et l'on se trouvera ainsi ramené à l'équation ( '57). 
Si, dans les formules (G3) et ((34), on pose 



on en conclura que la somme 



(66) < 



\*^m •^l ) • • • \*^in ^ in—\ ) 



est équivalente à zéro lorsqu'on a /i<[m — i, et à l'unité lorsqu'on a 
/i = m — 1 , ce que l'on savait déjà. 

Les équations (Sy), (63) et (64)» que nous avons établies en suppo- 
sant la fonction/(a;) réduite à une fraction rationnelle, subsistent en- 
core dans beaucoup d'autres hypothèses. C'est ce que nous ferons voir 
dans de nouveaux articles, dans lesquels nous exposerons successive- 
ment les principales applications du calcul des résidus. 
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SUR LES 



FORMULES DE TÀYLOR ET DE MACLAIIRIN. 



On prouve facilement que, dans le cas oii la fraction 

s'évanouit pour /< = o, on a 

désignant un nombre inconnu, mais inférieur à l'unité ('). Or, l'é- 
quation (2), à l'aide de laquelle on peut établir directement la théorie 
des maxima ou minima et fixer les valeurs des fractions qui se pré- 
sentent sous la forme -> conduit aussi très simplement à la série de 

Taylor et à la détermination du reste qui doit compléter cotte série. En 
effet, on tirera successivement de l'équation (2) : 
i*" En posant ^{h) =f{oc -h h) —f[oc), et /i = i , 

(3) /(^ + /e)-/(:r)=^'/(^4-ô/0; 

puis, en posant/'(a: -h 6A) =f'[x) -h H,, 

H. - ^r , 

( ï ) Voir, dans le Résumé des Leçons données à ^ École rojrale Polytechnique sur le Calcul 
infinitésimal, la formule (7) de Taddition, page 164. Cette formule comprend, comme cas 
particulier, Téquatlon (2). 
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SUR LES FORMULES DE TAYLOR, ETC. 39 

2° En posant 3{k) =f{x -h h) —f{x) — hf{x), et n = 2, 

(4) f(a:^h)-na:)-hf'{x)=^f{x-^6h); 

puis, en posant /"(a; + OA) z=/''(^x) -+- H,, 

/(x + h)-/{x)-h/'(x)--^f{x) 

771 "•- h* ' 

3» En posant i{h) =f{x + h) - f{x) - hf'{x) - ^ f"{x), «t 
« = 3, 

(5) /(a; + /0-/(x)-A/'(x)-^/'(^)=^/''(j. + 9A); 

puis, en posant /"(a; -+- Bh) =f"'[x) ■+■ Hj, 

/(x + h)-Ax)-h/'(x)-^f(x)- j^n-^) 

, H3=: 



1.2.3"'"" A» 

En continuant de la même manière, et observant que les quantités 

Hi, — Hj, 5 H3, ... 

1.2 1.2.3 

s'évanouissent toutes avec h, on établira généralement Téquation 



1 . 2 .• . . /i 



/in)(^a:-^e/i), 



ou 



(7) . 

1 .2.3. . .(/i — i)*' ^ ' 1.2. ../i'' 
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Si l'on y remplace x par o, et h par x, on trouvera 

( f(^) =/(o) + f /'(o) + {-J'(o)+.. . 
( 8) -, 



1.2.3. . .(^/ï — !)•' ^ ' 1.2.3.../**^ ^ ' 



Il suit de la formule (7) que la fonction /(.r -h h) peut être considérée 
comme composée d'une fonction entière de A, savoir, 

rt d'un reste, savoir, 

1 .2.3. . ./i"' 

Lorsque ce reste devient infiniment petit pour des valeurs infiniment 
}(randes du nombre n, on peut affirmer que la série 

ui) f{x), h/'(x), Y^n^). ... 

est convergente, et qu'elle a pour somme/( x -h h). Donc alors on peut 
écrire l'équation 

qui est précisément la formule de Taylor. De même, si le reste 

(i3) — C — r"K^^) 

devient infiniment petit pour des valeurs infinies de /?, l'équation (8) 
entraînera la suivante 

qui est précisément la formule de Maclaurin. 

Il est souvent utile de substituer aux expressions (lo) et (i3) d'au- 
tres expressions équivalentes. On peut y par\'enir comme il suit. 
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ET DE MACLAURIN. ^^1 

Désignons par 9(5) ce que devient le premier membre de l'équa- 
tion (6) quand on y remplace h par h— z ^\.x par a- -h 5, ou, en d'au- 
tres termes, le reste qu'on obtient quand on développe/(a:-i- A) sui- 
vant les puissances ascendantes et entières de A — s, et que l'on s'ar- 
rête à la puissance du degré /i — 1 , en sorte qu'on ait 



(i5) 



/( a; -h /0=/(.r-f-^) 4-^/(^ + ^)4-... 



9(0) représentera la valeur commune de chacun des membres de l'é- 
quation (G). De plus, en différentiant par rapport à 5 la formule (1 5), 
on trouvera 

et Ton en conclura 

OU, parce que 9 (A) -^e réduit évidemment à zéro, 

(18) 0(0) = ^ ., 7 , ///^«) (X + e/o. 

^ ' '^ ^ 1 .2.3. . .(/^ — i) "^ ^ ' 

La valeur précédente de ç(o) n'est autre chose que le reste de la série 
de ïaylor, présenté sous une nouvelle forme. Si, dans ce reste, on rem- 
place X par o, et h par œ, on obtiendra le reste de la série de Maclaurin 
sous la forme suivante : 

( r G /•^«-' 

(ïQ) ^^-^ 7-^ ^/^"K^-^). 

^ -^ 1 .2.3. . .(n — i)*' ^ 

Il suffit, dans plusieurs cas, de substituer ce dernier produit à l'ex- 
pression (i3), pour établir la formule (i/|). Supposons, par exemple, 

(20) /(ar)^=(l4-^)^ 

Œuvres de C. — S. H, t. VI. 6 . 
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42 SUR LES FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 

[i. désignant une constante réelle. Les expressions (i3) et (19) devien- 
dront respectivement 

l^ .x-,).. (■x-;. + .) _^ ,^ „ 

et 

^ ^ 1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

Cela posé, on prouvera facilement : i° h Taide de l'expression (ar^, 
(|ue l'équation 

^ ^ . ' I 1.2 

subsiste quand la valeur numérique du rapport 

(24) 



I -h0.r 



est inférieure à l'unité; 2** à l'aide de l'expression (22), que l'équa- 
tion (23) subsiste quand le produit 



I — 

est compris entre les limites — i et i. Par suite, il suffira d'employer 
l'expression (21) pour établir la formule (23) çaitre les limites ,r — o, 
.r — r. Mais il faudra recourir à l'expression (22) si l'on veut étendre la 
même formule à toutes les valeurs de x comprises entre les limites 
j:- = — r , ^ = -f- 1 . 
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SUR LA RÉSULTANTE 



ET LES 



PROJECTIONS DE PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 



Si Ton suppose à Tordinaire une force représentée par une longueur 
portée à partir de son point d'application sur la droite suivant laquelle 
elle agit, la résultante R de deux forces P, Q simultanément appliquées 
à un point matériel A sera représentée en grandeur et en direction par 
la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces. Cette 
proposition a déjà été démontrée de plusieurs manières. Mais, parmi 
les démonstrations qu'on en a données, les unes exigent que l'on con- 
sidère de nouveaux points matériels liés au point A par des droites 
rigides et invariables. D'autres sont fondées sur l'emploi du Calcul dif- 
férentiel ou des fonctions dérivées. D'autres enfin sont déduites des 
relations qui existent entre les cosinus de certains angles. Je vais ici 
démontrer la même proposition, sans recourir à ces considérations 
diverses; et, pour y parvenir, j'établirai successivement plusieurs 
Icmmes que l'on peut énoncer comme il suit. 

Lemm£ I. — Si ron désigne par R la résultante des deux forces P, Q 
simultanément appliquées au point A, et par x un nombre quekonque, la 
résultante de deux forces égales aux produits Pa:, Q^, et dicigées suivant 
les mêmes droites que lesjorces P, Q, sera représentée parle produit Rar, 
et dirigée suivant la même droite que la force R. 



Démonstration. — Soit d'abord x = '-^y m et n désignant deux nom- 
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U RÉSULTANTE ET PROJECTIONS DE FORCES 

bres entiers quelconques. On aura 

P J" =1 /« — > -T = //< — • 

n n 

p 

D'ailleurs on pourra considérer la composante P, ou n -, comme pro- 

P 

(luite par raddition de plusieurs forces égales à -, et la composante Q, 

ou n—y comme produite par l'addition d'autant de forces égales à —• 

Il est aisé d'en conclure que la résultante des forces P, Q et la résul- 
tante des forces Vx^ Qx seront produites l'une et l'autre par l'addition 

P 

de plusieurs forces égales a la résultante de - et de —• De plus, il est 

clair que les deux premières résultantes seront à la dernière comme 
les nombres n elm sont à l'unité. Donc la seconde résultante sera équi- 
valente à la première multipliée par le rapport — = x, c'est-k-dire au 

produit Ra?. 

Supposons en second lieu que le^ nombre x soit irrationnel. Alors 
on pourra faire varier les nombres entiers m et n de manière que la 

fraction — converge vers la limite x; et il est clair que dans ce cas la 

résultante des forces —, —^y toujours dirigée suivant la même droite, 

et toujours égale à — , tendra de plus en plus à se confondre, en gran- 
deur et en direction, avec la résultante des forces P^, Qx. Donc cette 
dernière résultante sera dirigée suivant la même droite que la force R, 

et elle aura pour mesure la limite du produit — , c'est-à-dire le pro- 
duit Ro:-. 

Corollaire. — Si l'on désigne par la notation (P, Q) Tangle compris 
entre les directions des deux forces P et Q, (P, R), (Q, R) seront les 
angles compris entre les directions des composantes P, Q et de leur ré- 
sultante R. Cela posé, si l'on fait successivement Ro? = P, Rx = Q, ou, 

PO 
ce qui revient au même, ^- = rr, ^ = ^, on conclura du lemme précé- 
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APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 45 

dent : i" que la force P peut être remplacée par deux composantes 

P* PO 

-rr et-j~> qui forment avec elle des angles égaux à (P, R) et à (Q, R); 

2° que la force Q peut être remplacée par deux composantes fr ^^^ -ir ' 

qui forment avec elle les angles (Q, R) et (P, R). 

Lemme II. — La résultante R de deux forces P, Q, qui se coupent à 
angles droits, est représentée en grandeur par la diagonale du rectangle 
construit sur les deux composantes, en sorte qu'on a 

(l) R*:i:iP-4-Q*. 

Démonstration. — Concevons que Ton remplace la force P par les 
deux composantes ci-dessus mentionnées, c'est-a-dire par deux forces 

P- PO 

-yr- et -j^) qui forment avec elle les angles (P, R) et (Q, R). Concevons 

de même que l'on remplace la force Q par deux composantes ir ^t -~^ ; 
qui forment avec elle les angles (Q, R) et (P, R). On pourra supposer 
que les forces tt? tt sont dirigées suivant la même droite que la résul- 
tante R, et alors les deux forces équivalentes à -^ formeront chacune 

avec la direction de R un angle égal à (P, Q). Donc elles formeront 
entre elles un angle égal au double de (P, Q). Donc, puisque Tanglr 

(P, Q) est droit par hypothèse, les forces équivalentes a -~ seront 

égales, mais directement opposées. Par conséquent elles se feront équi- 
pa 0' 
libre, et les forces -tt-? ^j dirigées suivant la même droite, pourront 

remplacer a elles seules les forces P, Q, ou leur résultante R. On aura 
donc l'équation 

^-R-^ R' 

de laquelle on déduit immédiatement la formule (i). 
Cette démonstration est due à Daniel BernouUi. 

Lemme III. — La résultante R de deux forces P, Q qui se coupent à 
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angles droits est représentée, non seulement en grandeur^ ainsi qu'on l'a 
prouvé ci-dessus, rnais encore en direction par la diagoruile du rectangle 
construit sur les deux composantes. 

Démonstration. — Cette proposition est évidente dans le cas où les 
forces P, Q sont égales entre elles. Alors la résultante R doit nécessai- 
rement diviser l'angle (P, Q) en deux parties égales, et Ton a, en vertu 
du lemme II, R^ =r 2P^ ou R = P y/lt. 

Il est encore facile de démontrer le lemme III, dans le cas où Ton 
suppose Q^ = 2P^, ou Q = Pv2. En effet, considérons trois forces 
égales à P, dirigées suivant trois droites qui soient perpendiculaires 
l'une à l'autre. Ces trois forces seront représentées par trois arêtes d'un 
cube qui aboutiront à un même sommet. De plus, la résultante de deux 
de ces forces étant égale à P V2, et dirigée suivant la diagonale d'une 
des faces du cube, la résultante R des trois forces sera nécessairement 
comprise dans tout plan qui renfermera l'une des forces P et la diago- 
nale du carré construit sur les deux autres. Or, il existe trois plans de 
cette espèce, et ces trois plans se coupent suivant la diagonale du cube. 
Donc la résultante des trois forces P, ou, ce qui revient au même, la 
résultante des forces P et P v/2, qui se coupent à angles droits, sera diri- 
gée suivant la diagonale du cube, laquelle est en même temps la dia- 
gonale du rectangle construit sur les forces P et P v'2. 

On prouverait absolument de la même manière que, si l'on désigne 
par m un nombre entier, et si l'on suppose le lemme III démontré dans 
le cas où l'on a Q = P \m, la résultante des trois forces respectivement 
équivalentes a 

P, P, P\^h 

et représentées par trois droites perpendiculaires entre elles, sera 
dirigée suivant la diagonale du parallélépipède rectangle qui aura pour 
côtés ces mêmes droites. On en conclut que, dans l'hypothèse admise, 
le lemme III subsistera encore si l'on prend pour Q la résultante des 
forces P et ?\/m, c'est-à-dire si l'on fait Q= P\//w-h j. D'ailleurs le 
lemme III est évident quand on a Q = P, ou, ce qui revient au même, 
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m = r. Donc ce lemme subsistera encore si Ton prend 



Q = P^'i-hiz=Ps,^9. ou Q — Pv/2"^ = Pv/3, ... 

ou en général 

O^Py/m, 

m étant un nombre entier quelconque. 

Concevons à présent que, m et n désignant deux nombres entiers, 
on construise un parallélépipède rectangle qui ait pour côtés trois 
droites propres à représenter les trois forces 

P, Pv'm, P\/n, 

La résultante de ces trois forces sera évidemment comprise : i^dans 
le plan qui renferme la force Pyjn et la diagonale P\/m-^ i du rec- 
tangle construit sur les forces P, Py/m; 2^ dans le plan qui renferme 
la force P\/m et la diagonale V\/n-+- i du rectangle construit sur les 
forces P, Py/i. Donc cette résultante sera dirigée suivant la diagonale» 
du parallélépipède; et le plan, qui renferme la même résultante avec 
la force P, coupera le plan des deux forces Pyjm, P\/n suivant la dia- 
gonale du rectangle construit sur ces deux forces. Donc la résultante» 
des forces P yV/i, P y/n, qui doit être évidemment comprise dans le plan 
dont il s'agit, sera dirigée suivant cette dernière diagonale. Donc le 
lemme III subsistera, quand on remplacera les forces P et Q par deux 
forces égales à P\Jm, Py/n, c'est-à-dire par deux forces dont les carrés 
soient entre eux dans le rapport de m a n. Donc le lemme III subsis- 
tera encore entre les forces P et Q, si l'on suppose 

~il — - ou Q = Pi/-. 

p* n y n 

Soit maintenant Q = P»r, x désignant un nombre quelconque. On 
pourra faire varier les nombres entiers m et w de manière que le rap- 
port — converge vers la limite x^^ et il est clair que, dans ce cas, la 

résultante des forces P et Pi/~> dirige*es suivant deux droites perpen- 
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diculaires Tune a l'autre, tendra de plus en plus a se confondre, en 
grandeur et en direction, d'une part avec la résultante des forces P, 
Pj7, et d'autre part avec la diagonale du rectangle construit sur ces 
deux forces. Donc la résultante des forces P, Pjt sera représentée par 
la diagonale dont il s'agit. 

Corollaire I. — Si la force R est représentée par la longueur AB por- 
tée à partir de son point d'application A sur la droite suivant laquelle 
elle agit, et si l'on mène par le point A deux axes perpendiculaires l'un 
\\ l'autre, on pourra substituer a la force R les deux forces représentées 
en grandeur et en direction par les projections de la droite AB sur les 
deux axes. 

Corollaire //. — Concevons maintenant que, deux forces P, Q étant 
appliquées à un même point A et représentées par deux droites AB, 
AC, qui forment entre elles un angle quelconque, on trace dans le plan 
de ces deux forces deux axes dont l'un coïncide avec la diagonale du 
parallélogramme auquel elles servent de côtés, et dont l'autre soit 
perpendiculaire à cette diagonale. On pourra substituer aux deux 
forces P, Q les quatre forces représentées en grandeur et en direction 
par les projections des droites AB, AC sur les deux axes. Or de ces 
quatre forces deux, étant directement opposées, se feront équilibre. 
Les deux autres, dirigées suivant la diagonale du parallélogramme, 
s'ajouteront et donneront pour somme une force représentée en. gran- 
deur et en direction par cette même diagonale. On peut donc énoncer 
la proposition suivante : 

Théorème L — La résultante^ de deux forces V^ (^ simultanément ap- 
pliquées à un point matériel X, et dirigées d'une manière quelconque ^ est 
représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur ces deitx forces. 

Corollaire /. — Comme la diagonale R du parallélogramme construit 
sur les deux forces P, Q est en même temps le troisième côté du triangle 
que l'on forme en menant par l'extrémité de la première force une 
droite égale et parallèle à la seconde, et que Tangle opposé dans ce 
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triangle au côté R est le supplément de l'angle (P, Q), on a nécessaire- 
ment, en vertu d'une formule connue de Trigonométrie, 

(2) R»=:P»4-Q=-h3PQC0S(P,Q). 

Corollaire IL — Dans le cas où les forces P, Q deviennent égales 
entre elles, leur résultante R est représentée en grandeur et en direc- 
tion par la diagonale du losange construit sur ces mêmes forces. Alors 
la formule (2) se réduit à 

(3) R-rz:2P*[l-+-C0S(P,Q)]. 

Déplus, si l'on suppose (P, R) =0, on trouvera, dans le cas présent, 
(P, Q) = 2O, et, comme on a généralement 

(!\) cosa0== 2COS-0 — I, 

l'équation (3) donnera R = 2Pcos9 qu, ce qui revient au même, 

(5) R=::2PC0S(P,R). 

On peut, au reste, s'assurer directement que le second membre de la 
formule (5) représente la diagonale du losange construit sur deux forces 
égales à P. 

Il est facile de démontrer le théorème I, pour le cas où les forces P, 
Q ont entre elles un rapport quelconque, quand une fois on a établi 
ce théorème pour le cas où l'on a Q= P, c'est-k-dire quand on a établi 
la formule {^), Or on peut donner de cette formule une démonstration 
directe, qui se déduit à la vérité de l'équation (J), mais qui paraît 
mériter d'être remarquée. Je vais l'exposer en peu de mots. 

Admettons que la formule (5) soit vérifiée pour le cas où l'on a 
(P,R) = T, T désignant un angle droit ou un angle aigu. Je dis qu'elle 
subsistera encore si l'on suppose 

(P,R)zzzI ou (P,R).=z^-I. 

En effet, dans ces deux hypothèses, l'angle (P, Q), compris entre les 

OEuvresdeC S. Il, t. VI. 7 
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directions des deux forces égales P, Q, sei'a équivalent à l'un des an- 
gles t, - — t; et Ton prouvera, en raisonnant comme dans le Icmme II, 
que Ton peut substituer au système des deux forces P, Q, ou à leur 

résultante R, quatre composantes égales à ^j parmi lesquelles deux 

seront dirigées suivant la même droite et dans le même sens que la 
force R, tandis que les deux autres formeront chacune avec la résultante 
R un angle équivalent à (P»Q), c'est-à-dire à t ou à r — t. Or, puis- 
qu'on suppose la formule (5) vérifiée dans le cas oùrona(P,R) = t, les 

deux dernières composantes pourront évidemment être remplacées par 

pi 
une force unique égale à 2 |t^ cost et dirigée dans le sens de la résul- 
tante R, ou dans le sens opposé. Par conséquent, on trouvera définiti- 
vement 

P* P* P- 

R= 2 ^ ±2 ly-cosT — 2 irO — cosr), 

ou 

(G) R«=2P*(i±:cosT), 

le signe ±: devant être réduit au signe -h dans le cas 0(1 Ton aura 
(P, R) = -> et au signe — dans le cas où l'on aura (P, R) = - — -. 
(^omme on tirera d'ailleurs de la formule {f\), en y posant successive- 
ment 6= Iete= - — -^j 
222 

I 4- COST=: 2C0S* -> I — COST — 2 COS' — 



2 1 

l'équation (6) donnera, dans le premier cas, 



et, dans le second. 



R =: 2 p cos - > 

2 



R — 2 p cos — 



Donc, si l'équation (/|) subsiste quand on attribue à l'angle (P, R) la 
valeur t, elle subsistera encore quand on attribuera au même angle 
l'une des valeurs^» -'• Or cette équation se vérifie quand on sup- 



Digitized by 



Google 



APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 51 

pose(P, R)=-> puisqu'on a évidemment, dans cette hypothèse, 
R = o et cos(P, R) = o. Donc elle sera également vraie si l'on suppose 

et, par suite, si l'on prend 

,P,I„=- = Î, „„ (P,R, = l(.-î) = ^«. 

Donc elle sera encore vraie si l'on attribue à l'angle (P,R) l'une des 
valeurs 



1 TT TT I St: Si: 

2 8 ~"T6' 2 T ~"76' 



I / 37r\ _ 5tt I / 7r\ 7r 

^y'-'Tj-TW' îr~8;-T6' 



En continuant de même, on prouvera que la formule (5) a généra- 
lement lieu lorsque l'angle (P, R) reçoit une valeur de la forme î^!_±i, 

n désignant un nombre entier quelconque et 2m -+- 1 un nombre im- 
pair inférieur à 2". Si maintenant on représente par 6 un angle aigu 
pris à volonté, on pourra faire varier les nombres entiers m et n de 

manière que le rapport ^^„ s'approche indéfiniment de la limite 6; 

et la résultante R tendra de plus en plus à se confondre, d'une part 
avec une force équivalente à 2Pcos6, et d'autre part avec la résultante 
de deux forces égales à P, qui formeraient entre elles un angle double 
de 0. Donc cette dernière résultante sera représentée en grandeur par 
2PcosO et vérifiera encore la formule (5). 

La construction géométrique qui sert à déterminer la résultante de 
deux forces P, Q, appliquées à un point matériel A, peut être facile- 
ment étendue à la composition de plusieurs forces P, P', P", . . . appli- 
quées suivant des directions quelconques à ce point matériel. En effet, 
après avoir composé entre elles les forces P, P', on pourra composer 
de la même manière la résultante des forces P, P' avec la force P% puis 
la résultante des forces P, P', P" avec la force P'^, etc. Pour obtenir la 
dernière de toutes les résultantes ou, ce qui revient au même, la ré- 
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sultante de toutes les forces données, il suffira évidemment de mener, 
par l'extrémité de la droite qui représente la première force P, une se- 
conde droite égale et parallèle à la force P'; par l'extrémité de cette 
seconde droite, une troisième droite égale et parallèle à la force P"; 
par l'extrémité de la troisième droite, une quatrième égale et parallèle 
a la force P'", etc. Si l'on joint ensuite le point matériel donné avec 
l'extrémité de la dernière droite, on obtiendra la résultante cherchée, 
qui se réduira, dans le cas de deux ou trois forces, à la diagonale du 
parallélogramme ou du parallélépipède construit sur ces mêmes forces, 
et qui, dans le cas général, formera le dernier côté d'un polygone dont 
les autres côtés seront les forces données- La construction précédente 
subsiste, quelles que soient les directions des forces P, P', P", — Si 
on l'applique au cas où ces forces sont dirigées suivant une même 
droite, les unes dans un sens, les autres en sens contraire, elle four- 
nira une résultante égale à la somme des forces qui agissent dans un 
sens, moins la somme des forces qui agissent dans l'autre sens, et di- 
rigée dans le sens des forces qui composent la plus grande somme. 
Ainsi, par exemple, pour obtenir la résultante de deux forces P, Q 
appliquées au point A et dirigées suivant la même droite, il suffira de 
porter sur cette droite, à partir du point A, AB = P, dans le sens de la 
première forcé; puis, à partir du point B, BD = Q, dans le sens de îa 
seconde force. La force représentée en grandeur et en direction par la 
droite AD, force évidemment égale à la valeur numérique de P — Q et 
dirigée dans le sens de la plus grande des forces P, Q, sera précisé- 
ment la résultante cherchée, ce qui s'accorde avec les principes rela- 
tifs à la composition des forces qui agissent suivant une même droite. 

Pour terminer cet article, je vais rappeler ici quelques propriétés de 
la résultante de plusieurs forces, ce qui me fournira l'occasion de fixer 
le sens de certaines expressions dont je ferai dans la suite un fréquent 
usage. 

Lorsqu'une force P, appliquée au point matériel A, est représentée, 
en grandeur et en direction, par une certaine longueur AB, comprise 
entre le point A et le point B, si l'on projette la longueur AB sur un 
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plan ou sur une droite, la projection pourra être censée représenter en 
grandeur et en direction une nouvelle force dirigée delà projection du 
point A vers la projection du point B. Cette nouvelle force est ce qu'on 
appelle \2i projection de la force donnée P sur le plan ou sur la droite 
que Ton considère. Cela posé, concevons que, tous les points de l'es- 
pace étant rapportés à trois* axes rectangulaires deso^, j, :;, on projette 
successivement la force P sur trois parallèles à ces trois axes menées 
par le point A. Les trois projections seront évidemment les côtés d'un 
parallélépipède rectangle qui aura la force P pour diagonale; par con- 
séquent, la force P sera la résultante des trois forces représentées par 
les projections dont il s'agit. Ces trois forces se nomment, pour cette 
raison, les composantes rectangulaires de la force donnée, parallèles aux 
axes. Comme les projections d'une longueur sur deux droites paral- 
lèles sont nécessairement égales, il est clair que les projections de la 
force P sur les axes mêmes des coordonnées doivent être égales en in- 
tensité à ses composantes rectangulaires. Lorsque la force P est dirigée 
suivant une droite comprise dans l'un des plans coordonnés ou dans 
un plan parallèle, par exemple dans le plan deso:, j, cette force a seu- 
lement deux composantes rectangulaires, parallèles, l'une à l'axe des 
X, l'autre à l'axe des j, et se réduit à la diagonale du rectangle con- 
struit sur ces deux composantes. 

Les définitions précédentes étant admises, concevons que plusieurs 
forces P, P', P", . . ., dirigées dans l'espace d'une manière quelconque, 
soient appliquées simultanément au point matériel A, et que l'on 
cherche : i** la résultante de ces forces; a** la résultante de leurs pro- 
jections sur un plan fixe; 3° celle de leurs projections sur un axe fixe. 
Pour obtenir ces trois résultantes, il faudra, d'après la règle énoncée 
plus haut, porter à la suite les unes des autres, à partir du point A ou 
de ses projections : i** des droites égales et parallèles aux forces P, P', 
P", . . • ; :2^ des droites égales et parallèles à leurs projections sur le plan 
fixe; 3** des droites égales à leurs projections sur l'axe fixe et dirigées 
dans les mêmes sens. En joignant le point A ou sa projection avec l'ex- 
trémité de la dernière droite, on obtiendra dans chaque cas la résul- 
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tante cherchée. Or, les droites ainsi construites sur le plan ou sur Taxe 
iîxe étant évidemment les projections des droites construites dans l'es- 
pace, on doit conclure que la résultante des projections des forces P, 
P', P", . . . sur ce plan ou sur cet axe est précisément la projection de 
la résultante de ces mêmes forces. On peut donc énoncer la proposi- 
tion suivante : 

Théorème II. — Plusieurs forces P, P', P', ... étant appliquées à un 
même point y suivant des directions quelconques, si on les projette, ainsi que 
leur résultante R, sur un plan ou sur un axe donné, la projection de cette 
résultante ne sera autre chose que la résultante de leurs projections. 

Pour montrer une application de ce théorème, supposons que Ton 
projette à la fois, sur l'un des plans coordonnés, une force et ses trois 
conâposantes rectangulaires. Comme, parmi les projections de ces trois 
composantes, l'une s'évanouira, les deux autres projections, respecti- 
vement égales aux composantes qui leur correspondent, auront néces- 
sairement pour résultante la projection de la force donnée. 

Il ne reste plus qu'à traduire en Analyse les résultats que nous ve- 
nons d'obtenir. On y parviendra sans peine, en ayant égard aux obser- 
vations suivantes. 

Pour que l'effet d'une force soit complètement déterminé, il ne suf- 
fit pas de connaître son intensité, son point d'application et la droite 
suivant laquelle elle agit. Il faut encore savoir dans quel sens elle est 
dirigée suivant cette droite ou, en d'autres termes, quelle est sa direc- 
tion; car deux forces qui agissent suivant une même droite peuvent 
être dirigées en sens contraires. Ainsi l'on peut dire qu'une seule droite 
comprend deux directions différentes, et l'on n'obtient qu'une seule 
de ces deux directions lorsqu'à partir d'un point donné on prolonge in- 
définiment cette droite dans un sens déterminé. 

Souvent on appelle axe une droite menée par un point quelconque 
de l'espace et prolongée indéfiniment dans les deux sens. Nous dirons 
qu'un axe de cette espèce se divise en deux demi-axes, aboutissant au 
point que l'on considère, et dont chacun se prolonge indéfiniment dans 
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un seul sens. Par conséquent, chacun de ces deux demi-axes aura tou- 
jours une direction déterminée. Si Ton considère trois axes rectangu- 
laires des X, y et 5, chacun d'eux sera divisé à l'origine en deux demi- 
axes, sur l'un desquels se compteront les coordonnées positives, tandis 
que l'on comptera* sur l'autre les coordonnées négatives. 

D'après ces définitions, il est clair que, si l'on tient compte seule- 
ment des angles qui renferment au plus 200° [nouvelle dmsion), deux 
axes ou deux droites, tracés de manière à se couper, formeront tou- 
jours l'un avec l'autre deux angles, l'un aigu, l'autre obtus, tandis que 
deux directions ou deux demi-axes, aboutissant à un point donné, for- 
meront un seul angle, tantôt aigu, tantôt obtus. Lorsque deux direc- 
tions ou deux demi-axes aboutiront à deux points différents de l'espace, 
ils seront censés former entre eux le même angle que formeraient deux 
demi-axes parallèles et prolongés dans les mêmes sens, à partir d'un 
point unique. Cela posé, l'angle que deux forces formeront entre elles 
sera toujours complètement déterminé, et l'on pourra en dire autant 
des angles formés par une force avec les demi-axes des coordonnées 
positives. Soient a, p, y ces trois angles pour une certaine force P, en 
sorte que 

a désigne l'angle formé par la direction de cette force avec le demi-axe des x positives, 
p » » ■ » r positives, 

7 » » » s positives. 

Il est clair que la direction de la force P sera complètement déterminée 
si l'on connaît son point d'application et les trois angles a, ^, y. En 
effet, menez par le point d'application trois demi-axes parallèles à ceux 
des coordonnées positives et construisez ensuite, autour de ces demi- 
axes, trois cônes droits dont les génératrices forment respectivement 
avec ces mêmes demi-axes les angles a, p, y. La direction de la force P 
devra être celle d'une génératrice commune aux trois cônes. Or il est 
bien vrai que les surfaces des deux premiers cônes se coupent suivant 
deux génératrices. Mais on doit observer que, ces deux génératrices 
formant avec le troisième demi-axe deux angles différents, l'un aigu. 
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l'autre obtus, une seule se trouve comprise dans la surface du troi- 
sième cône. 

Lorsque les angles a, p, y sont connus avec l'intensité de la force P, 
on en déduit encore les valeurs des composantes rectangulaires de la 
force, ou, en d'autres termes, ses projections sur les axes, et même le 
sens dans lequel chacune de ces projections est dirigée. Considérons, 
par exemple, la projection de la force P sur l'axe des œ. Elle sera, d'a- 
près un théorème de Trigonométrie, égale au produit de cette force par 
le cosinus de l'angle aigu qu'elle forme avec l'axe dont il s'agrt. Or la 
direction de la force P forme avec les deux demi-axes des x positives et 
des X négatives deux angles suppléments l'un de l'autre, dont le pre- 
mier est représenté par a, et le second par x — a. En conséquence, la 
projection de la force P sur l'axe des x se trouvera représentée, si 
l'angle a est aigu, par le produit Pcosa, et si l'angle a est obtus, par 
Pcos(- — a) = — Pcosa, c'est-à-dire, dans les deux cas, par la valeur 

numérique du produit 

Pcosa. 

Il est d'ailleurs évident que cette projection sera dirigée dans le sens 
des X positives, si l'angle a est aigu, dans le sens des x négatives si 
l'angle a est obtus, et que le produit Pcosa sera positif dans le premier 
cas, négatif dans le second. En résumé, le produit Pcosa sera équiva- 
lent a la projection de la force P sur l'axe des x, prise avec le signe -h 
ou avec le signe —, suivant que cette projection sera dirigée dans le 
sens des x positives ou dans le sens des x négatives. 

De même les produits Pcosp, Pcosy seront respectivement égaux 
aux projections de la force P sur les axes des j et z, prisées tantôt avec 
le signe -+-, tantôt avec le signe —, suivant que chacune de ces pro- 
jections sera dirigée dans le sens des coordonnées positives ou néga- 
tives. 

Les trois produits 

Pcosa, PC0S3, PcOSv, 

dont on vient de montrer la signification, sont ce que nous appellerons 
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désormais \q^ projections algébriques de la force P sur les axes des x, des 
y et des s. Comme les valeurs numériques de ces trois produits repré- 
sentent précisément les composantes rectangulaires de la force P, et 
que ces trois composantes sont les arêtes d'un parallélépipède rec- 
tangle qui a la force elle-même pour diagonale, il est clair que la 
somme des carrés de ces produits doit être égale au carré de P. On a 

donc 

P* =: P* cos* a -+- P» cos^ p -h P» cos-y. 

On en conclut, en divisant par P^, 

(7) i = cos*a-l- cos'P 4-cos'y. 

Cette dernière équation exprime, comme Ton sait, que a, p, y sont trois 

angles formés par une même droite avec les axes des coordonnées. 

Considérons à présent plusieurs forces P, P', P", • . . simultanément 

appliquées à un point matériel A. Soit R leur résultante, et supposons 

que les forces 

P, F, P% ..., R 

forment respectivement, avec le demi-axe des x positives, les angles 

a, a', a", . . . , a, 

avec le demi-axe des j positives, les angles 

S, (3', (3% ..., /., 
avec le demi-axe des z positives, les angles 

y, y, y\ ..., c. 

Si Ton projette ces différentes forces sur Taxe des a?, la projection 
de la résultante R, étant la résultante des projections des forces P, P', 
P", . . . , sera équivalente à la somme de ces dernières projections 
prises tantôt avec le signe -+-, tantôt avec le signe —, suivant qu'elles 
seront dirigées dans le même sens ou dans le sens opposé. D'ailleurs, 
la somme ainsi obtenue sera évidemment égale, au signe près, à la 
somme des projections algébriques des forces P, P', P", . . . , c'est- 

OEuvres de C. — S. Il, t. VI. 8 
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à-dire, à 

Pcosa-hP'cosa' -h P'cosa'' -i-. . . , 

puisque, dans cette seconde somme, deux forces dont les projections 
sont diri{i[ées en sens contraire fournissent toujours deux termes de 
signes différents. Ajoutons que les deux sommes seront affectées du 
même signe ou de signes contraires, suivant que la projection de la 
résultante agira dans le sens des x positives ou dans le sens des x 
négatives. Cette projection étant elle-même égale au produit 

Rcosrtr 

pris avec le signe H- dans le premier cas, et avec le signe — dans le 
second, on doit conclure que les deux quantités 

Rcos«, Pcosa 4- P'cosa' -h P'cosa'-h. . . 

auront, non seulement la même valeur numérique, mais encore le 
même signe. On trouvera donc 

R cos « — P cos a -f- P' cos t! -f- P" cos a' -+-... . 

En d'autres termes, la projection algébrique de la résultante sur Vax:c 
des x sera équivalente à la somme des projections algébriques des compo- 
santes sur cet axe, La même relation devant évidemment subsister entre 
les projections algébriques des forces 

P, P', V\ ..., R 

sur les axes des y et des z, il est clair qu'à l'équation précédente on 
pourra joindre celles qui suivent : 

R cos^^ = P cos;3 -H P' cos;3' -h P" cos,3'' -h. . . , 
Rcosc = Pcosy -hP'cosy'n- P'cosy" -f- 

Lorsque les forces P, P', P", ... sont connues en grandeur et en di- 
rection, les trois équations 

/ Rcosa = P cos a H- P' cos a' -h P'' cos a'' -h. . . , 
(8) I R cos ^ - P cos(3 -h P' cos^' 4- P' cos ^3'' -4- ... , 

Rcoscizz Pcosy -h P' cos 7' -h P" cosy'^-i-. . . 



Digitized by 



Google 



APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 59 

servent à déterminer immédiatement la grandeur et la direction de la 
résultante. En effet, on connaît alors les seconds membres des équa- 
tions dont il s'agit, et si, pour abréger, on les désigne par 

X, Y, Z, 

on aura simplement 

(9) Rcosa — X, Rcos^— Y, Rcosc = Z. 
Or on tire de ces dernières formules 

R-(cos*ûf -h cos'^ + cos'c) = \* -+- Y^ + Z\ 

ou, parce que les angles a, t, c sont assujettis à l'équation de condi- 
tion cos^a H- cos^b -h cos^c ~ i , 

(10) R*==X'-hY*4-Z-. 
On aura en conséquence 



(11) Rr=vX*^-V*-+-Z^ 

La valeur de R étant ainsi déterminée, on obtiendra les angles a, h, c, 
dont chacun renferme au plus 200**, par le moyen des formules 

X , Y Z 

(12) COSa— TT) cosù-.=z—, C0SC = 7r. 

On voit par ces formules que les cosinus des angles cherchés seront 
positifs ou négatifs en même temps que les quantités X, Y, Z qui leur 
correspondent respectivement. Par suite, les angles a, h, c seront aigus 
ou obtus suivant que les quantités X, Y^ Z seront positives ou néga- 
tives. 

Lorsque, dans la formule (10), on substitue pour X, Y, Z leurs va- 
leurs, en ayant égard aux équations de condition 

(i3) cos*a 4- cos-(3 -h cos*y 1^ i, cos'a' -h cos*(3' -+- cos-y' — i, . . ., 
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on trouve 

/ R«=iP*+F*-f-P'*+... 

4- aPP' (cosa cosa' -hC0s|3 cos(3' -f- cosy cosy') 
4- 2 PP' (cosa cosa' -h cos(3 cos^'' -h cosy cosy"") 

j -" 

I -+- 2 P' P'^ ( cos a' cos a*' -h cos (3' cos jS*" 4- cos y' cos y" ) 
\ + 

Dans le cas particulier où la résultante R est formée seulement par la 
composition de deux forces P, P', Téquation précédente se réduit k 

(i5) R* = P* -f- P'* -h 2 PP' (cos a cosa' -h cos (3 cos 3' -h cos y cosy'). 

Mais, en vertu de l'équation (5), on doit avoir aussi 

(i6) R« = P« 4- P'* 4- 2 PP' cos(P, P'), 

la notation (P, P') désignant l'angle compris entre les directions des 
deux forces. Les deux valeurs précédentes de R^ devant être égales, on 
en conclut 

(17) cos(P, P') =1 cosa cosa' 4- cos^cosjS' 4-cosycosy'. 

Par conséquent, /?ow/' obtenir le cosinus de V angle compris entre deux 
directions, il suffît de multiplier deux à deux les cosinus des angles que ces 
mêmes directions forment avec les demi-a^es des coordonnées positi^'es, et 
d'ajouter les produits. On se trouvera ainsi ramené à un théorème connu 
d'analyse appliquée. En vertu de ce théorème, on aura encore, dans le 
ras général et quel que soit le nombre des forces P, P', P", . . . , 

cos(P, P'') = cosa cos a" 4- cos p cos (3'' 4- cos y cos y", 

• • • > 

cos(P',P") = cos a' cos a'' 4- cos {3' cos (3'' 4- cos y 'cos y *', 



Par suite, l'équation (i4) deviendra simplement 
( R« = P« 4- P'* 4- P"- 4- . . . 4- 2 PP' cos (P, P' ) 

(18) 

4- 2 PP'^ COS(P, P') 4-. . .4- 2P'P' cos (P', P') 



Digitized by 



Google 



APPLIQUÉES A UN SEUL POINT. 61 

Ainsi, le carré de la résultante de plusieurs forces est égala la somme des 
carrés des composantes , plus à la somme de leurs doubles produits respecti- 
vement multipliés par les cosinus des angles compris entre les directions de 
ces mêmes forces comparées deux à deux. 

Les composantes rectangulaires de la résultante R, ou ses projec- 
tions sur les axes des x^ y, z, étant précisément égales aux valeurs 
numériques des quantités X, Y, Z, il est facile d'en conclure que les 
projections de cette résultante sur les plans coordonnés respective- 
ment perpendiculaires aux mêmes axes, c'est-à-dire, sur les plans des 
j, 5, des z, X et des x, y, seront représentées par les expressions 



Nous venons de rappeler celles des propriétés des résultantes qui 
sont relatives aux projections. Dans un autre article, nous examinerons 
les propriétés relatives aux moments, et nous développerons/ à ce 
sujet, la théorie des moments linéaires. 
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DU 



CALCUL DES RÉSIDUS 



SOMMATION DE PLUSIEURS SUITES. 



Soient f (a?, z), ¥{iv, z) deux fonctions données des variables x, z, et 
n un nombre entier quelconque. Supposons d'ailleurs qu'après avoir 
développé le produit 

à l'aide de la formule du binôme, on différentie n fois chacun des 
termes du développement, savoir : le premier terme n fois par rapport 
à X, le second terme n — i fois par rapport tàx et une fois par rapport 
à :;, le troisième terme n — 2 fois par rapport à a: et deux fois par rap- 
port à z, etc., enfin le dernier terme n fois par rapport à z. Alors, en 
faisant, pour abréger, 

(I) f(.r, 2) — w, f(3,.r) — r, F(j;, ^) = (r, 

on obtiendra la suite 



(•->^) 



du:' I dx«--ijj i.i djc''-^dz^ dz» 



dont on ne connaît pas la somme. Toutefois le calcul des résidus four- 
nit le moyen de déterminer Aicilement cette somme, dans le cas où 
Ton suppose après les différentiations :j = x. C'est ce que nous allons 
expliquer en peu de mots. 
Soient s une valeur commune attribuée aux varij^bles x, s, et S la va- 
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leur correspondante de la somme des termes qui composent la suite ( 2 ) ; 
en sorte qu'on ait 

dans le cas où l'on suppose, après les différentiations, z =x — s. La 
formule (28) de la page 28 entraînera l'équation 

'iT2'.37T/n7ïTâ73T77(^^^^^^) OjC" dz''-'" ~<^^ (( {x — sy ^* )) (( (5 — 5)"- '«-^' ) )' 

dans laquelle les deux signes ^ sont relatifs, l'un à la variable .r, 
l'autre à la variable :;; et, par conséquent, la formule (3) pourra être 
remplacée par la suivante : 



^.£, 



oC(((x~*)"+' ))((,--«)) 



CO\{x — s)) {{{z - s^-^' )) 



(4) S = i.2.3.../i ^ ^<-'(((^-^)"))(((^~.0V)) 



Comme on a, d'ailleurs, 



ir ir-^v 



yx — 5)'*-^» (s — S) {X — s)"{z — sf (x - 5) (;; -- s)" ^» 

_ I u''^Hz — sY^^—\y''-^^(x — s'Y'^^ 

~ {X ~sy\z-~s)"^^ u{z — s) — \^{x — s) ' 

on tirera de la formule (4) 

ivu"^^ (z — .ç)'*-^-' — iw'»-^' (x — .ç)'»-^-» I 



(5) s=^i. 2. 3. ..«rr 



Faisons maintenant, pour plus de commodité, 

(6) ^j ^y(^,^), — j^ — =^x(-^»-)- 

Si, dans l'expression 



(:) 



u{z — s) — ^'{x — s) {z — s) f (:r, z) '— (x — s) ï{Zy X) 
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on considère z comme seule variable, cette expression représentera 
une fonction de z qui deviendra infinie pour s = a;, et dont le résidu, 
relatif à la valeur a? de la variable z, sera 

^^^ [f(.r,.r)]«^»F(.r,.r) 



{{x, x) — {x--s)[^{jr, ^•) — y(j:, œ)] 



Or, si, après avoir divisé ce résidu par z — x^ on désigne par ci(a7, z) 
la différence entre l'expression (7) et le quotient obtenu, ou, en d'au- 
tres termes, si l'on pose 



(9) \ 



( f(ar, a:) — (.r — 



[f(^,j:)^-^»] F(>r, J-) 



s) [(^{.r, jt) — y^(.r, .r)] z — a: 



-hrs{jr,z), 



la fonction tj(;r, 2), en vertu des principes établis dans un précédent 
article (p. 33, 34 et 35), conservera une valeur finie pour z = or, quel 
que soit j?, et, par conséquent, pour z =x = $. On formera de même 
l'équation 



u(z-s)-v{a;-s) 

(10) ; 

( f(a',:r)-(^-5)[9(^,^)-x(^,^)] 3-^-"^^^ '^^' 

i(;r, 5) désignant encore une fonction qui conservera une valeur finie 
pour z = x = s; puis on tirera des équations (9) et (10), réunies à la 
formule (5), 

i^Oflx, or) — (x — s)ïo(.r, ,€) — ■ 



(<•) 



■f(j-, ar) — (a; — s)[(f{.r, .c) — y(jr, .r)J 

I (j — 5)"+'— (jr — s)"-^' 

^^^ (( (X - *)"+' )) (( (s - 5)"+' )) 






)) 



Digitized by 



Google . 



A LA SOMMATION DE PLUSIEURS SUITES. 65 

On aura d'ailleurs évidemment 

Par suite, la formule (i i) donnera 
OU, ce qui revient au même, 

('^) ^- 5^;i ' 

pourvu que l'on suppose, après les différentiations, x = s. Enfin, si l'on 
remplace dans la formule (i5) la lettre s par la lettre z et la lettre S par 
le second membre de l'équation (3), on obtiendra la formule 

(i6) / ( [i{x,x)Y^^¥{x,x) 



dx"" 



qui subsiste toujours quand on suppose, après les différentiations, 



X. 



Pour montrer une application de la formule (i6), désignons par 

U, V, P, Q 
quatre fonctions de la variable x et par 

t), x;^ a\ ^ 

ce que deviennent ces mêmes fonctions quand on y remplace la va- 
riable X par la variable z. Alors, en posant 

(17) l/=:UtP, r=:tOV, ir = P^, 

et substituant, après les différentiations, la lettre 5 à la lettres?, on 

OF.uvres de C. — S. U, t. Vî. 9 
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réduira le premier membre de la formule (i6), d'abord au polynôme 

é/«(U«P) n r/(r)-(?«-»9) ^/»-i(U^-iVP) 



v;;« ^ 



dx^ 



dz 



dx''-'^ 



n ^(UV^->P) e/^i-i( t)^ -i'(?^) rf"(t)«^) 

I dx dz''-' "^ dz'' 



qui renferme les deux variables œ et s, puis au polynôme 

,rf«(U«P) n ^CUV^-^O) rf'-^U^-'VP) 



V«Q- 



t/a7« 



ûf»r 



^^"-» 



« ^(UV^-»P) ^n-l(Un-lVQ) ^^(U«0) 

I ^^ dx'^-' "^ ^/^« ' 



qui renferme la seule variable oo. Comme on aura, d'ailleurs. 



du d{] / ^ au j.dV 



dx 



dx 



dz 



et, par suite, 






le second membre de la formule (i6) se réduira évidemment à 

PO 



., r u-v'PO 1 



Par conséquent, la formule (i6) donnera 

I . S4 dx^ dx'^ * 

/i(/i — i) ^(U»V'»-*P) (i'»-2(U''-n'2Q) 



-+-... 



(i8) 



^x^ 



t/^'^-* 



r U^V^PQ n 



ôx"^ 
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Cette dernière équation subsiste, quelles que soient les fonctions de x 
représentées par P, Q, U, V, pourvu que, dans le second membre, on 
suppose, après les différentiations, :; ==x. 

Si, dans l'équation (i8), on prend U = i, V= i, on obtiendra la 
formule connue 

(>9) \ _ N 

Si Ton supposait, dans, la même équation, 

U=:W«, Vzi::W?, P =1 WY, Q =: W^, 

W désignant une fonction de la variable x et a, fi, y, ^ des exposants 
quelconques, alors, en faisant, pour abréger, 

on trouverait 

dx'' I dx dx^- ' 

1.2 dx* e/j7'*~* 



(20) 



1.2 dx' dx''-' 

I dx dx"-^ dx"" 



3n r W--^ H 



\ dx'' 

On peut encore établir directement la formule (20), en posant dans 
Téquation (18) 

U = I, V:=W «, P = W', QrrzW. 

Concevons à présent que l'on prenne, dans la formule (20), W = e^. 
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Alors, en divisant les deux membres de cette formule par l'exponen- 
tielle 



e 



(r-hs~na)jr 



on trouvera 



1.2 






-—e 



(r+s—na)x 



dx"" 



puis, en ayant égard à l'équation (19), et posant, après les diflTérentia- 
tions, z = X9 on obtiendra la formule 

,n ^ '1 (,. — a)«-* [s — (/i — i)rt] H- ^^^^'^ (r — 2a)»-«[^ — (/i - 2)a]«H- . . . 

(il) < _^ ^L(ZLZll](5_2a)'»-»[/--(/i~2)a]«4--(5-a)»-»[/---(/i--i)a]-+-5'' 

= (r -H.5 — «a)'» -4- wa(r 4-5 — n«)'*-^-hn(n — i)a'(rH-5 — /ia)*-'4-. . . -hi .1.3. . . /i^" 

Si Ton fait dans cette dernière 

r^ax, s = ay, 

elle se réduira simplement à 

a:'» H- - {x — ly-^ {y — /i 4-1) -l ^ (^ — 2)'*-»(j — /i -f- 2)*4-. . . 

('^2)/ /l(/i l), N.. ./ X* 'l / X- t/ 

^ ^ ^ -h \^^ (7 - 2)«-« (J7 _ n + 2)« 4- - (J - I)'»-» (X - /l 4- I) -f- J« 

=^(0-4-/— /i)" 4-/1(^^-1-/ — /i)'*-*4- /i(/« — I)(J7 4- V — /i)'*-*4-.. .4- 1 .-î..!.. . /*. 

L'équation (22) mérite d'être remarquée. Lorsqu'on y suppose 
X -hy = /î, elle reproduit la formule connue 

(23) ar«— -(X — l)''4- ^^^^î— ^(J? — 2)'»-....dl(^ — /t)"zizl.2.3.../i. 
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Si l'on supposait au contraire a; -h j = n -f- i , on trouverait 



\ a?" (x — i)'*-*(.t: — 2)-+ 

(24) ^' '-2 



(07— 2y*-*(j7 — 3)-— ...±(^'— /^ — l)'* 



( ^=zi-^ n-h n{n — i)-\- n(n — i)(n — 2)4-. ..4-1.2. 3. ..//.. 

Concevons encore que, dans la formule (20), on pose W = x. On 
en tirera, en divisant les deux membres par .x?''+^*-"(«^-«)^ 

/•(/• — !)...(/• — /i-hi)4-- (r — a){r—'a — i)...{r — a — n-\-2)[s — {n—i)a]-^... 
-h - (s — a){s—a-^i)...(s^a — n-h2)[r — {n — i)a]-^s(s—i),..(s — n-^\) 



— ^— r-f-Hn(a4-l) 



à" I [«- — (a — i)x]-»j7'-^ '-"«+» j 



dx'' 



puis, en ayant égard à l'équation (19), et posant, après les différentia- 
tions, :: = tT, on trouvera 



(25) 



/•(/• — i). . .(r— /i H-i) H — (/• — a) (/• — a — i). . .(/• — a — /i 4- 2) [a- — (/* — i)^/J H-, . . 
4- - (5 — a)(5 — a — i). . .(5 — a — /14- 2)[r — (/i — i)flr] 4-5(5 — 1). . .(5- — /e 4- i) 

=z (r -h s — lia 4-1) (/•4-5 — na) ...(/• 4- 5 — na — /i 4- 2) 

4- /i(a — 1) (/•4-5 — «« 4-i)(/" 4-5 — na), . .{r -^-s — na — /* 4- 3) 
-^n{n-'i){a-'iy{r-^s — na-hi){r-\-s — na)..,{r-^s — na — n-^i)-h,,,-j-i.'i/S,.,fi{a— i)". 

Si, dans l'équation (25), on prend 

rt = I , /■ — /e 4- 1 = 07, 5 — /i 4- 1 = j, 

on obtiendra la formule connue 



o:(a7 4-1). . .(o7 4- /i — i) 4 — 07(07 4- i). . .(-r 4- /i — 2)j 

n(n — 1), v-/ ov/ 

'07(07 -M).. .(o?4-/l — 3)7(j4- 4-. .. 

07(07 4- i)j(7 4- I). . .(7 4- /i — 3) 



(26) 






I .2 

n{n-^i) 
1 .2 



H- 7 ^y(y -+- 0- • -0' H- 'i — 2) +/(7 4- 1). . .(/ 4- /i — I ) 
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Si l'on fait au contraire 

r z^ u', a=: h -h i et s -\- r =i na —- ly 
on trouvera 



(.7) 



a:{.v -~ i). . .(ôc- — n 4- 1) {.r — h) {x —- /i ~ i) . . .{jr ~ h — n -h i) 

{x — ih) {x — 2/1 — \) , , .{x — 1 h — n -\- i) ... 



^ -I L{^x — 2//) (cT — 2/2 ~i). . .(j: — 2/i 

I :Jz {x — n/i) (x — n/i — i) , . .{x — nh — n — j) 



--- i.'?.3.../i.A''. 

Cette dernière formule peut être facilement établie par le calcul aux 
différences finies, et ne diffère pas de l'équation 

(28) A''[(jr — /î/t)(^' — /lA — i)...(a. — /^/^— /i-t-i)]r^i.2.3.../i.(Aa)'S 

qui suppose seulement Ax = h. 

Revenons à l'équation (18). Si, dans cette équation, on remplace 

l> o 

P par ^^, Q par ^ et U par VVV, 

on aura simplement 

(P(WP) n djWQ) ^«-i(W^^~'P) 
^ dx'' "^ I dx c^.r«-' 

n{n-~i) d'jW^Q ) d^'^-jW^-'-P) 
"*" 1.2 cû^ lly^^ ^ * " 

n{n — j) d'(WH^) d''-^(\\"-^Q) 



(29) 



i .2 



dx^ 



dx''-' 



n d(WP) c/^--»(W«-«Q) jyd^(\\"Q) 



I dx 



dx"-^ 



dx" 



\ 



P QW" ~\ 



ôx" 



Concevons maintenant que, s désignant une quantité quelconque, et R 
une fonction de la variable x, on prenne 



(3o) 



p-«['-(^-^^^} 
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Rien n'empêchera de supposer, après les différentiations, s = .r, ou, ce 
qui revient au même, de supposer, avant les différentiations, s = z. 
Or, dans cette hypothèse, l'équation (29) donnera 

' ^^(QRW») __ ^MW^'R ) n djWQ) ^-t-i(W^-^R) 

' djc'' ~^^ dx^ " "*" I dja dx'-^ '^' " ' 

_^ n djWR) ^/*-t(W^-^Q) d^jW^Q) 

"^ I dx dx" -^ "*" dx''' 



Q 



^.|(^_^)W«-R^] 



(3i) / ^ dx'^ 

I dx (Jx"~* 

_ n rf(W«-'Q) 4^-^~^"^^^] ^ 
' 1 dx"^-^ dx 

z devant être réduit à x^ après les différentiations. D'ailleurs on a gé- 
néralement, sous cette condition, en vertu de la formule (19), 

d*''\{x — z){{x)'\ _ d'"-^f(x) ^ 
et, par conséquent, 

dx'" ôx"' 

_ 6f^(W^n<) _ [ dx \ _ ^/» -i(W^MV) 

~ dx^' "^ dx'"-^ . "~ dx"'-^ ' 

R' désignant la dérivée de R par rapport à x. Donc l'équation (3i) 
pourra être réduite à 

^ dx'^ ~^ dx''-' "^ I c^o; dx'^-^ ^' " ' 

Si, dans cette dernière, on échange entre elles les lettres Q et R, (mi 
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aura encore 

(33) < 

[ "^'i djc dx^-* "^ ^ <ix«-« 

Enfin, si l'on remplace, dans l'équation (32), Q parQW'et/i par/i — i, 
on en tirera 

( I dx'*-^ dx'*-^ ^ 

puis, en retranchant de l'équation (32) la formule (34) multipliée 
par n, on trouvera 

L dx \ _ d-^(yf-K') n dn-^C^n-v^,) 

n{n^^) é/(W>QM ^^-»(W^-«R^) 
(35) ^ 1.2 ûf.r rfx«-' 

On peut vérifier directement ces diverses formules pour des valeurs 
particulières attribuées au nombre entier n, par exemple, pour les va- 
leurs n = iy n = 2, n = 3, 

Si, dans les équations (32) et (35), on pose 

= e'-^, R := e'', W =i c'y 
on en tirera 



(36) < = (5 -h ny-' -f- - (r 4- i) (5 -4- /i — i)""» 

/i(/i — i) , ... . , /i , .„ , 

-^ 1 L (,. 4_2)S(5-h /l — 2)«-*H-. . .4- -(r 4- /l — l)"-*, 
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(3;) [ - -(5 4-,t__,)«-î_H __^ ' (^r-i-2){s-\-n — 2y-^-i-,.. 

n(n — I ) , , , , , n , , . 

— ^ -(s-h2)(r-h n — 2)«-»+ -(r-h n — \)"-^; 

1.2^ ' ^ I 

puis, en prenant 5 = r, on conclura de l'équation (3;) 

' — ' — _. 

(38) =:?(,--H«_,)'.-î4-'-fiii — ^(,.4-2)(,._H„-2)»-' + ... 

1 "^ ^*^"7'\ /- + '» - 2)"-'(/- + 3) H- ^ (/• H- « - I)"-'. 

Si l'on fait maintenant r= o, on trouvera 

i 2(« — i)/»" -«=-(«- i)»-'-t- ^*("~'^ a'(w — 2)"-' + ... 
^'^^^ j -^ 'illZll] („ _2)-3a- 4- i' («-.)»-. 

Si Ton pose clans l'équation (35) 

Q — r' , R =r .r', \V — .r ', 
on en tirera 

(r-f- j) (/' 4-5 + «/i — /i -+-I )...(/• 4-^4- «/* — i) ^ 

— r(r-\-an — n -\-\). , .{r -^ an — 1 ) — s(s -{- an -\' \) . . . {s -k- an — \)\ 

rs 

= -[5-h(/i — j)a — i]...[5H-(/i — i)a?~/i-H2] 

('»(>) N^ -h ^ [^^'^ [5+(« — 2)a — l]...[.Ç4-(« — 2)a — /l-l-3](/- -f-2rt— i)H-... 

' [r 4- (/i — 2) a — 1]. . .[/• -h (/? — 2 ) a — /i -h 3 ] (5 4- '< </ — I ) 
H — [/--i-C/i — i)a — 1]. ..[/•-+-( /i—i)^ — w 4-2 |. 

Lorsqu'on prend dans l'équation (4o) 
on retrouve la formule (26). 

OEuvres de C. - S. II, t. VI. lO 



I .2 

n{n — I ) 
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SLR liNE FORMULE 



RELATIVE A LA 



DÉTERMINATION DES INTÉGRALES SIMPLES 



EMRE LES LIMITES o ET » DE LA VAHIAHLE. 



Dans un Mémoire sur la conversion des différences tinies des puis- 
sances en intégrales définies, j'avais établi un théorème que je vais 
rappeler ici, et à l'aide duquel on détermine facilement les valeurs de 
plusieurs intégrales définies. 

Théorème. — Soitf[x) une fonction donnée de x\ et supposons que, 
n désignant un nombre entier quelconque y on parvienne toujours à obtenir 
en termes finis la xmleur de V intégrale 

On pourra en déduire la valeur de l* intégrale 

(^) B,,-y'"^«v[(^- ;^)'] dx, 

et cette dernière sera déterminée par la formule 

B,„.:=Ao4-— ^-^^A,^ ^-^-^-^ A, f-... 

(3) 

(cïw- 2)(a«--3) 2n--i 

-i -- .12/1-4 "i ; -^î/i-î"T- -^2«' 

I . •« I 
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Démonstration. — Faisons, pour abréger, 



I 

X zn V. 



On tirera de la formule (i) 
et (le la formule (2) 

On a d'ailleurs, quel que soit z [voir Y Analyse algébrique, p. 233), 

(7) (-05(2/1 H- i)c = cos;; I— ^^ — sin'x; -h ^^ -^ tt-, — ^^ ^sin*^ — . . . ; 

L i.^ 1.2.0.4 J 

et, comme, en posant 



on trouve 

C0S4; 



2 \ xj 

sin-szn — -=. ( jr ), 

2v/-i\ -^Z 

cos(2/. 4- 1).-=. 1 (^.r>-'-f- -^-^^^) , 



on tirera de la formule (7) 

Si maintenant on multiplie les deux membres de l'équation (8) par le 

produit/M j:— m -^j et si Ton intègre ensuite entre les limites 

X = o, a: = oc , en ayant égard aux formules (4) et (6), on obtiendra 
précisément la formule (3). Il est bon de remarquer que, dans cette 
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formule, le coefficient de Aj^, m désignant un nombre entier quel- 
conque, sera généralement 

{n -^ m) {n -^ m — \) . . .{n — m -\- \^ _ {im -\' \) {im -^ 1^ . . .{n '\- m^ 
a . 3 . . . ( 2 w j ~ 1 . 2 . 3 . . . ( /e — /« ) 

Corollaire /. — Soit 
s désignant une quantité positive. On trouvera 



L 
(ro) 

r* , , , f .2.3...(2/ij~-i) j 

2/ii-+-l^//H--^ 



I *•-=/' 

* 

et, par suite, la formule (3) donnera 

L'équation (la) était déjà connue. [Voir la III* Partie des Exercices du 
Calcul intégral de M. Legcndre, p. 3G(>.) 

Corollaire JI. — Si Ton pose successivement 

/(x)i=e-*-»^cos^j7, /(.r) = e- '•'siiH^', 

5 désignant une quantité positive, on tirera facilement de la formule (3 
les valeurs des intégrales 

(i3) f jc^'^e''^'"'^-^ costfjc — -\ dx, j a:*" e ' ^"^ ~ ^- ^ sin/fa-—- j dr. 

et, par suite, les valeurs des intégrales 

(i4) f x*«e~'v'"^Wcosr/^x — ijé/j-, / j;««/'^'^''*""vsîn/(x — -V^.r. 
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On parviendra, de cette manière, à des résultats que Ton peut déduire 
directement de Téquation (i :j), en y remplaçant s par s -h t\ — i . 

Corollaire III . — Si Ton pose 
s désignant toujours une quantité positive, on aura 



(i5) 



Ao: 



t/ 



e~*-^* cos^j: dx 7= -^ e **, 

2 5* 






i ài'- 



et, par suite, la formule (3) donnera 
l / x'"e ^ '^*^costxdx 

\ 2 A'* ^ 



(18) 



(/i -h'.î) (/* f I )n{n - 1) {)v ** 



1.2.3. 



Si, après avoir effectué les différentiations indiquées dans le second 
membre de la formule précédente, on pose / — o, on retrouvera, comnje 
on devait s'y attendre, Téquation (12). 
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SUR 

IN NOUVEAU GENRE D'INTÉGRALES. 



Dans le xMériioire déjà cité (p. 74), et relatif à la conversion des dif- 
férences finies d(*s puissances en intégrales définies, j'ai considéré un 
nouveau genre d'intégrales que j'ai désignées sous le nom d'intégrales 
extraordinaires, et qui ont quelques rapports avec le calcul des résidus. 
Je vais indiquer ici en peu de mots leur nature et leurs principales pro- 
priétés. 

Soient f (^) une fonction de la variable x, qui ne s'évanouisse pas 
avec cette variable, /• et h deux quantités réelles, dont la première 
reste positive, et n le plus grand nombre entier compris dans r-f- 1. 



L'intégrale 



•'f(^r) 



aura nécessairement une valeur infinie. Mais, si l'on pose 



F(^) = f(0) -+- - r(0) ^ -^ f^(0) +. . . 4- :^ f t«->^ (O) 

I 1.2 I . 2 . 3 ...(// — I ) ^ ' 



'"I -^i^' 



l'intégrale 

.3) ^ / 



U.r)- VU) 



ci. 



r 



obtiendra en général une valeur finie; et de plus on reconnaîtra facile- 
ment que le seul moyen de rendre finie la valeur de l'intégrale (3), en 
prenant pour F( j?) une fonction rationnelle et entière de la variable x. 
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est de supposer F(.r) déterminée par le moyen de Téquation {v.). Si 
l'on adopte cette hypothèse, l'intégrale (3) deviendra 

Une seule intégrale de ce genre correspond à chaque valeur donnée (h' 
la fonction f(.r). Pour ahréger, je désignerai l'intégrale (4) à l'aide de 

la caractéristique /accentuée, et placée devant le produit \~(h\ en 

sorte qu'on aura 

De plus, je nommerai l'expression (5) intégrale extraordinaire; et To- 
pération par laquelle on la détermine, intégration extraordinaire. 

Pour généraliser la formule (5) et la rendre applicable à toutes les 
hypothèses que Ton peut faire sur la valeur de la quantité réelle /•, il 
suffirait d'admettre que, dans cette formule, rpeut recevoir des valeurs 
négatives, et que, dans tous les cas, on désigne par// celui des termes 
de la progression arithmétique 

— X, ..., —5, — -i, —3, —>., —I, <), I, .\y 3, \, 5, ..., -'-ce 

qui est égal ou immédiatement inférieur à /-hi. C'est ce que nous 
ferons désormais. Cela posé, il est clair que, si la quantité r devient 
négative, n sera négatif ou nul. On aura donc alors 



et, par suite, 

Ainsi, toutes les fois que l'on suppose r négatif, l'intégrale extraordi- 
naire se confond avec l'intégrale ordinaire, et le signe / peut être 

remplacé par le signe ( . 
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Concevons maintenant que Ton représente par s une nouvelle va- 
riable, par f{oo,s) une fonction des deux variables x, s, et par 

ce que devient Texprcssion (5) quand on y remplace f{x) par t{x, s). 
On aura évidemment 



\ ds^J^ L-^" as ^ ds (jc — z){(z"))\x''-^'-^' 



IS=J"* 



r^f(.r, .v) djc 



( "Jo as 

On trouvera de même, en intégrant par rapport à * entre deux limites 
<|uelconques s = a, s = b, 

1 r' r'y f^ H-^,s)ds £{(z,s)ds~\ ^^ 

(9) Il *''*"J \r^^^" ^(^~=){(z''))]j^' 

Ainsi l'on peut différentier et intégrer sous le signe / comme sous le 

signe / . En partant de ce principe, on déterminera sans peine les va- 

t.' 

leurs de quelques intégrales extraordinaires, comme on va le faire voir. 
. Problème I. — Déterminer la valeur de r intégrale extraordinaire 






r et s étant des quantités positives. 

Solution. — Soit toujours n le plus grand nombre entier compris 
dans r-h I. La différence n — r sera négative; et, en différentiant /ifois 
par rapport a s l'équation (lo), on trouvera 



à" S C* dx r* d. 



r 
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On a d'ailleurs, en adoptant la notation de M. Legendre [voir la page 9 
et la XXXII* Leçon de Calcul infinitésimal). 






Cela posé, la formule (i i) donnera 

(12) ^=(_«,)«,/-«r(/i-/-). 

Si Ton intègre n fois cette dernière par rapport k ^, a partir de 5 = o, 
et si Ton suppose, avec M. Legendre, que l'équation 

(i3) r(r-+-i) = rr(/-), 

établie pour des valeurs positives de la variable r, subsiste encore pour 
des valeurs négatives de la même variable, on trouvera définitive- 
ment 

(i4) S = 5'-; ,y^''""''^ , ^ -=5'T(-/-). 

^^ (^/ — /•~I)(W /• — 2). . .(— /•) 

On aura donc généralement 

(i5) jfV-^,=^.T(-r). 

Corollaire L — Soit^ =m; on aura simplement 
(•6) jr'"e-x^=r(-.). 

Si, dans la formule (16), on remplace r par — r, on devra y remplacer 
en même temps le signe / par le signe / ; et l'on retrouvera évidem- 
ment la formule qui sert à définir la fonction r(r), savoir 

(17) Ç x^-^e-^'dx — Ti.r). 

Corollaire IL — En supposant la quantité r prise entre les limites 

OEuvres de C. — S. U, l. VI. I I 
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o et I, on démontre aisément la formule 

(i8) r(r)r(i-/-): 



sinrTT 



(t?oir la XXXIIP Leçon de Calcul infinUésimal), que Ton peut ensuite 
étendre, en vertu de l'équation (i'3), à des valeurs réelles quelconques 
de la quantité r. Si, dans la même formule, on remplace r par — r, 
on en tirera 

('9) r(-/-) = 



r^/'H- i)sin(r-i-i)7: 

Par suite, la formule (i5) donnera 



(.o) ^,^r(/-4-î)sin(r^i)^r 






Si Ton prend la différence finie m'*^"**^ de chacun des membres de l'é- 
quation (20) par rapport à ^ et si l'on fait, pour abréger, A^ = 1 , on 
trouvera 

(21) A'" .9'= -^ ^ î^ '— I e-^x(^-x _,)/«___. 

Quand on suppose r < m, on peut remplacer le signe / par le signe / , 
dans l'équation (21), qui se réduit alors à la suivante : 

(22) A'»5'=— ^^ -^ —1 6-^-^(6-^ — ï)"^ -^-7 - 

Cette dernière coïncide avec une formule donnée par M. Laplace. 

Corollaire III. — Si l'on différentie, par rapport à r, l'équation (20) 
et si l'on désigne par la caractéristique 1 les logarithmes pris dans le 
système dont la base est e, on trouvera 

(23) A'"(^"l^) = ^^''^'^''"^^' ^^ r(R_U)e-(e-_,),„i^, 
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la valeur de R étant donnée par la formule 

. D_ ^^-ir( /--hi) . ^ cos(/--M)7r 

ar sin(/'-i-i)7r 

Ajoutons que, si Ton nomme c la constante dont Euler fait mention 
à la page 444 de son Calcul différentiel, et dont la valeur approchée 
est o,:')772i(). . . , on aura, en vertu d'une formule connue [voir U\ 
IV* Partie des Exemces de Calcul intégral Aq M. Legendre) 






Quand on suppose r<^rn, on peut remplacer le signe / par le 
signe / , dans l'équation (23), qui se réduit alors à la suivante : 

(a6) A"'(.'-|.) = ^^" + '^^'"^^--^'^V (R-l.r)e-»(.--.r-^^- 

Si r-h 1 devient précisément égal au nombre entier n, »in(/M- i)t: 
s'évanouira; mais on tirera des formules (24) et (26) combinées entre 
elles 

(27) A'"(^'*-U5)=:r(«)cos/i7r / e-'-^(e-^— i)"* -^ 

OU, ce qui revient au même, 

(28) A'''(5'»-n5) = (— i)«i.2.3...(/j— i) f x-^e-'''{e-^—iY*dœ. 

Problème II. — Déterminer les valeurs des intégrales extraordinaires 

r* dx 

(29) j e-'^costx^^^, 

(30) / e-*'sin 
r et s étant des quantités positives. 



dœ 
tx : 
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Solution. — En opérant comme dans le premier problème et ayant 
égard aux formules (i 3) de la XXXII* Leçon de Calcul infinitésimal, qui 
subsistent dans le cas même où n devient un nombre quelconque, on 
trouvera 



(3.) 



|..( ^^''^^''-^^.~ — - — r — - — »(-'•)' 

f / ^"'sm^x— ^ = ^ ^ ^— =L ^^ ^r(-/-) 

ou, ce qui revient au même, 

l / e^'-*^cos^^ -;^ =(5' H- ^*)*cosfrarclang- J r(— /■), 

(32) ' 

\ I e-^-^s'mix — ^-jx =:(5*-^ ^*)^sin(rarctang- ) r(— /). 

Si, dans les équations précédentes, on changeait r en — r, il fau- 
drait en même temps remplacer le signe / par le signe /, et Ton se 
trouverait ramené aux formules connues 



1 / x'-^e-^^ ^Çi%txdj: zzz ^- ;: cos ( r arclang- 1» 

I I x''-^e-^'^ sin txdx = ^. sin ( rarclang- V 



(5^-hr-)-- 

CoroUaire. — Si, dans les équations (32), on prend ^ = et / po- 
sitif, elles donneront 



j|'"cos. 



.r— — r ==:rC0S r(— /•), 

yl -i-l Q ^ '' 



X' 



[j ^*"^^^:^ ^_rsm---r(-/). 
De ces dernières, combinées avec l'équation (19), on déduit faci- 
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loment les deux formules 



1/ ^«K^" + ^-^)^=° 



(35) 

- - ^ dx r, ^,. 



xr^^ r(/- + i) 
Problème III. — Déterminer la valeur de l'intégrale extraordinaire 



(36) re-^'cosf'-^n-^^sx^^-^ 



r-+-i ' 



ret S étant des quantités positives , 

Solution. — Comme on a, en vertu d'une formule connue [voir la 
XL* Leçon de Calcul infinitésimal)^ 

on trouvera 

(38) f\-^cos (C^ TT -+- 2..r) ^ 3= -1 y " Ze-^dz, 

Z étant une fonction de :; déterminée par l'équation 

COS 7r-f-2(5-h^)a: H-COS TT -h 2 (5 — :;) o: 

— ^-^ ^^ï '-^ -J^r 

D'ailleurs, en vertu des formules (35), on aura., pour toutes les 
valeurs positives de 5, 

r- rr-+-i , ,1 dx 

J ^^^ [~T" ^ -^ 2 (^ -+- ^ ) ^ J ^^ = ^' 

pour des valeurs de z inférieures à s, 

I COS I TTH- 2(.Ç — w)x 



dx 

x^^ 
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et, pour des valeurs de z supérieures à s, 

Kn conséquence, la fonction de z, représentée par Z, sera toujours 
nulle entre les limites z = o, z=:s; mais, entre les limites z=s, 

:: " oc , on aura 

9.''r 

Ola posé, l'équation (38) donnera 

On peut quelquefois se servir des intégrales extraordinaires pour 
découvrir les relations qui existent entre des intégrales ordinaires. 
C'est ce que je vais montrer par un exemple. 

Problème IV. — Déterminer le rapport des deux intégrales 
(41) / oc'e-'^'- co^i-'' —'>^sx\dxy 

, , r'^{s — ,T\j—\Y-\-[s^x\!—\Y 

ret s désignant des quantités positives , 

Solution, — Pour résoudre la question proposée, il suffira de trans- 
former les intégraJes (40 ^^ (42) en intégrales extraordinaires a l'aide 
des formules (3i) et (34). En effet, on tire des formules (34) 



frr. \ ^ rr. ,. . rr. . 

V 2 J 2 2 

C0S2.ç.r /"* dz 8111250- r* . dz 
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et, par suite, l'intégrale (4i) peut être réduite à l'expression 






r( 

la valeur Z étant 

On aura donc 

(43) / x'^e-* ces ( 2sx]dx— f, r / e * -— r- 

De plus on tirera de la formule (3i ) 

(,ç_.rv/~,)'-+(5 4-xv/=^)'" I /"- ,. dz 

et, par conséquent, l'intégrale (40 prendra la forme 





r(-')J. 


5'-+' 


i' 




la valeur de Z étant 










Zz 


- / e~'* coszx 


rfx = 


2 


1 


On aura donc 










,44,/-('-'^-'': 




*'dLr: 


.^ 


r 


"r(-, 


'■)J. 






. Si maintenant on compare l'équation (43) à l'équation (44)» ^>ïi trou- 



vera 



t 

On se trouve ainsi ramené à une formule que nous avons établie par 
une autre méthode dans le Bulletin de la Société philomathique de i8q2. 

Corollaire. — Si, dans l'équation (45), on suppose r= n, /i désignant 
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un nombre entier, on aura 

ces (— — 2SJr\ =(— l)' C0S25J" 

si n est pair, et 

cos ( — — 230-] = (— i) * si 



w-I 

sin2sjr 



si n est impair. Si, dans la même hypothèse, on développe le second 
membre de la formule (^j.j) et si Ton a égard à l'équation 



<'"" r 



... 1 .3..-). . ,{2n — i) 

2" 



on trouvera, pour des valeurs paires de /i, 

I / j:" c-^' cos 2 .î.r r/^- 

et, pour des valeurs impaires de /?, 

(/ x^ e-^^ ^\\\2sxdx 
I ^( i)^ ^'^"^"'T i '^(''-^) ( ^\\ n{n-i)(n^2){n-3) / i^ 1 

La formule (47) s'accorde avec l'équation (iG) de la page 77. 
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LES MOMENTS LINÉAIRES. 



La théorie des moments linéaires se lie intimement, d'un côté, à la 
théorie des moments des forces, pris par rapport à un point fixe, et 
représentés par des surfaces planes ; de l'autre, à la théorie des couples 
établie par M, Poinsot, et fournit, comme cette dernière, les moyens 
de simplifier la solution d'un grand nombre de problèmes de Méca- 
nique. Elle a d'ailleurs l'avantage de faire disparaître les difficultés 
que présente, dans certains cas, le choix des signes qui doivent affecter 
les surfaces désignées sous le nom de moments. Enfin elle s'applique, 
non seulement aux forces, mais encore à toutes les quantités qui ont 
pour mesure des longueurs portées sur des droites, dans des direc- 
tions déterminées, par exemple aux vitesses et aux quantités de mou- 
vement. Nous nous bornerons, dans cet article, à exposer les principes 
de la nouvelle théorie, et nous considérerons en particulier les moments 
linéaires d'une ou de plusieurs forces appliquées à un seul point. Pour 
que l'on puisse facilement comprendre ce que nous avons à dire à ce 
sujet, il est d'abord nécessaire de rappeler quelques définitions géné- 
ralement adoptées. 

Soit P une force quelconque appliquée au point matériel A, et repré- 
sentée par une longueur AB portée à partir du point A sur sa propre 
direction. Si, d'un autre point 0, pris à volonté dans l'espace, on 
abaisse une perpendiculaire sur la direction de la force P, le produit 
de cette perpendiculaire par la force elle-même représentera le double 
de la surface du triangle OAB, qui a pour base la force AB, et pour 

OEuvreê de C. — S. II, t. VI. 12 
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sommet le point 0. Ce même produit, équivalent, comme on vient de 
le dire, au double de la surface OAB, est ce qu'on appelle le moment 
de la force P, par rapport au point 0. De plus, le plan du triangle 
OAB, ou, en d'autres termes, le plan qui passe par le point et par la 
force AB, est ce qu'on nomme le plan du mxyment. Cela posé, il est 
clair que le moment d'une force AB reste le même, lorsque, sans changer 
la direction de la force, on déplace le point A de manière à le transporter 
en un autre point A' de la direction dont il s'agit. En effet, si, sur la 
droite AB prolongée, on prend A'B' = AB, les deux triangles OAB, 
OA'B' auront des bases égales avec la même hauteur et, par consé- 
quent, des surfaces égales. 

Le moment d'une force n'étant autre chose que le produit de cette 
force parla perpendiculaire abaissée d'un point donné sur sa direction, 
le pointa partir duquel on abaisse la perpendiculaire s'appelle Tori- 
gine ou le centre des moments. Le plus souvent, on place le centre des 
moments à l'origine même des coordonnées. La droite menée du centre 
des moments au point d'application de la force sera désignée sous le 
nom de rayon vecteur. Ce rayon vecteur est l'un des côtés du triangle 
OAB, dont la surface doublée équivaut au moment de la force AB; 
d'oii il est aisé de conclure qu'on obtiendra encore un produit égal à 
ce moment si l'on multiplie le rayon vecteur OA par la perpendiculaire 
abaissée du point B sur ce rayon vecteur ou, ce. qui revient au même, 
par la projection de la force AB sur un plan perpendiculaire au rayon 
vecteur. 

Si l'on projette sur un plan quelconque le centre des moments et la 
force AB, on obtiendra en même temps, pour projection du triangle 
OAB, un nouveau triangle qui aura pour sommet la projection du 
point et pour base la projection de la force AB. Ce nouveau triangle 
sera donc celui dont la surface doublée mesure le moment de la force 
projetée par rapport à la projection du centre des moments. Ainsi, le 
moment de la projection d'une force sur un plan quelconque est égal à 
la projection sur ce même plan d'une surface équivalente au moment 
de la force donnée et comprise dans le plan du moment. C'est ce que 
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nous exprimerons en disant que le moment de la projection d'une force 
ne diffère pets de la projection de son moment. 

Le plan du moment d'une force AB = P peut tourner dans deux sens 
différents autour du centre des moments. Si Tbn vient à fixer ce même 
centre, et que le rayon vecteur se change en une droite rigide, la force 
appliquée à l'extrémité mobile de cette droite tendra évidemment k 
imprimer au plan du moment un seul des deux mouvements de rota- 
tion qu'il peut prendre. Supposons que ce mouvement s'effectue et que 
l'on ait élevé par le centre des moments un demi-axe perpendiculaire 
au plan ; un spectateur qui posera les pieds sur le plan, de manière a 
s'appuyer contre le demi-axe, verra les différents points du plan se 
mouvoir, en passant devant lui, de sa droite k sa gauche ou de sa 
gauche a sa droite; ce que nous exprimerons en disant que le mouve- 
ment de rotation a lieu de droite à gauche ou de gauche à droite ( * ). On 
doit observer au reste que si, par le centre des moments, on élevait k 
la fois deux demi-axes perpendiculaires au plan du moment, le même 
mouvement de rotation paraîtrait s'effectuer autour de l'un de ces demi- 
axes de droite k gauche, et autour de l'autre, de gauche k droite. Reve- 
nons maintenant au cas où Ton trace un seul demi-axe, et supposons 
que ce soit précisément celui autour duquel le mouvement de rotation 
s'effectue de droite k gauche. Si, k partir du centre des moments, on 
porte sur ce demi-axe une longueur numériquement égale au moment 
de la force P, on obtiendra ce que nous appellerons le moment linéaire 
de cette force. La direction de ce moment linéaire sera celle du demi- 
axe sur lequel il se compte, et son intensité aura pour mesure le moment 
même de la force P. 

Concevons a présent que, dans le plan du moment de la force P, on 
fasse varier cette force en grandeur et en direction, de sorte qu'elle se 
change en une nouvelle force P' toujours appliquée au point A et propre 



(1) Le moyen que nous employons ici, et à Taide duquel on distingue facilement les deux 
espèces de mouvements de rotation que peut prendre un plan tournant sur lui-même 
autour d*un point donné, est celui dont M. Ampère a fait usage dans la Théorie de Vélec^ 
tricité dynamique. 
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à faire tourner le plan dans le même sens que la première, autour du 
centre des moments. Les moments linéaires des deux forces P, P' de- 
vront être portés sur le même demi-axe; et, si Ton projette ces deux 
forces sur un plan mené par le point A perpendiculairement au rayon 
vecteur, les projections auront encore la même direction. Imaginons 
ensuite que le plan du moment de la force P' vienne à se détacher du 
plan du moment de la force P, en tournant d'une certaine quantité 
autour du rayon vecteur. Pendant ce mouvement, deux demi-axes per- 
pendiculaires au rayon vecteur, aboutissant à deux points différents 
de ce rayon et assujettis à tourner autour de ces points avçc le plan 
du moment de la force P, décriront évidemment des angles égaux. Or, 
comme on peut supposer que ces deux demi-axes coïncident, le pre- 
mier avec la projection de la force P' sur le plan mené par le point A 
perpendiculairement au rayon vecteur, le second avec le demi-axe mené 
par le point et sur lequel on compte le moment linéaire de la même 
force, nous devons conclure qu'après l'arrivée de la force P' dans sa 
nouvelle position, les moments linéaires des forces P, P' comprendront 
entre eux le même angle que les projections de ces forces sur le plan 
perpendiculaire au rayon vecteur. Il est d'ailleurs essentiel d'observer 
qu'il suffit de choisir convenablement l'intensité delà force P', sa direc- 
tion par rapport au rayon vecteur dans le plan de son moment et la 
quantité dont on fait tourner ce même plan, pour que cette force, par- 
venue dans sa nouvelle position, coïncide avec une force quelconque 
menée par le point A. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si deux forces quelconques appliquées au point A sont projetées sur un 
plan perpendiculaire au rayon vecteur qui joint le point A avec le centre 
des moments^ les projections formeront entre elles le même angle que les 
moments linéaires des forces données. 

Considérons maintenant, avec deux forces P, P' simultanément ap- 
pliquées au point A, la résultante R de ces deux forces. Soit toujours 
le point pris pour centre des moments, et supposons que l'on construise 
tout à la fois les moments linéaires des forces P, P', R, avec les projec- 
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lions de ces forces sur le plan mené par le point A perpendiculairement 
au rayon vecteur. D'après ce qu'on vient de dire, les moments linéaires 
forpoeront entre eux les mêmes angles que les projections des forces 
correspondantes; et de plus ces moments linéaires seront, en vertu de 
leur définition même, respectivement égaux aux produits qu'on obtient 
en multipliant le rayon vecteur par les projections dont il s'agit. Cela 
posé, concevons : i** que les droites AB, AC, AD représentent en gran- 
deur et en direction les projections des forces 

P, F, R; 

2*^ que les droites OE, OF, OG représentent en grandeur et en direction 
leurs moments linéaires. Les trois dernières droites seront proportion- 
nelles aux trois premières, et, prises deux à deux, elles formeront 
entre elles les mêmes angles. Par suite, les deux figures ABCD, OEFG 
seront entièrement semblables. Or, la force projetée AD étant la résul- 
tante des forces projetées AB, AC, la figure ABCD est nécessairement 
un parallélogramme; donc la figure OEFG en sera un également. Donc 
le moment linéaire OG de la résultante R sera la diagonale du parallé- 
logramme construit sur les moments linéaires des composantes; et, 
pour l'obtenir, il suffira de mener par l'extrémité du moment linéaire 
de la force P une droite égale et parallèle au moment linéaire de la 
force P', puis de joindre le centre des moments av^c l'extrémité de 
cette droite. Ainsi les moments linéaires se composent comme les forces 
elles-mêmes, et à l'aide de la même construction. Cette remarque ne 
se borne pas au cas où l'on considère deux composantes; elle s'étend 
à un nombre quelconque de forces P, P', P", ... ; car il est clair qu'en 
répétant plusieurs fois de suite la construction indiquée d'une part sur 
les forces combinées deux à deux, de l'autre sur les moments linéaires 
correspondants, on obtiendra par le même procédé : i** la résultante 
de toutes ces forces; 2° le moment linéaire de cette résultante. Enfin, 
la remarque subsiste, quelles que soient les directions des forces don- 
nées et celles de leurs moments linéaires respectifs, et, par consé- 
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quent, dans le cas même où quelques-unes de ces directions vien- 
draient à coïncider. 

Pour indiquer que le moment linéaire de la résultante de plusieurs 
forces P, P', P ", . . . résulte de la composition de leurs moments linéaires, 
nous le désignerons désormais sous le nom de moment linéaire résaUant. 

Dans le cas particulier où les plans des moments de deux forces 
coïncident, c'est-à-dire lorsqu'un seul plan renferme à la fois le centre 
des moments et les deux forces, leurs moments linéaires se comptent 
évidemment sur un seul axe perpendiculaire au plan dont il s'agit. De 
plus, ils se comptent sur cet axe dans le même sens ou dans des sens 
opposés-, suivant que les forces données tendent à faire tourner le plan 
qui les renferme dans le même sens ou en sens contraires. Si toutes 
les forces P, P', P", . . . appliquées au point m'atériel A se trouvaient 
comprises avec le centre des moments dans un plan unique, tous les 
moments linéaires se comptant alors sur le même axe, le moment 
linéaire de la résultante serait égal à la somme des moments linéaires 
des composantes, pris avec le signe -h ou avec le signe —, suivant que 
les forces correspondantes tendraient à faire tourner le plan de tous 
les moments dans le même sens que la résultante ou dans le sens 
inverse. 

Revenons au cas où les moments linéaires des forces P, P', P", . .. 
ont des directions quelconques. Dans ce cas, au lieu de construire 
géométriquement le moment linéaire de la résultante, on pourrait 
déterminer analytiquement son intensité et sa direction. En effet, soit 
R cette résultante, et désignons par 

/>, p'y p\ .... r 

les perpendiculaires abaissées du centre des moments sur les direc- 
tions des forces 

P P' P'' R 

Les moments linéaires des mêmes forces seront représentés par 
Pp. Py, PV> . , R/-; 
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SUR LES MOMENTS LINÉAIRES. 95 

et, si l'on suppose que ces moments linéaires forment respectivement, 
avec le demi-axe des x positives, les angles 

A, A , A , . . ., /; 
avec le demi-axe des j positives, les angles 

avec le demi-axe des z positives, les angles 

V, v', v^ ..., n, 

les produits 

P/?cosX, PJ/>'cosX', PV'cosX', ..., Rrcos/, 
P/>cos|jL, Vp'cosix'f P"/>"cosfx", ..., R/-cos/n, 
P/7C0SV, P'^'cosv', P'/?'cosv'', ..., R/COS/2 

seront ce qu'on peut appeler les projections algébriques des moments 
linéaires dont il s'agit sur les axes des x, y, z. Cela posé, puisque le 
moment linéaire Rr est à l'égard des autres ce qu'est la résultante R à 
l'égard des forces P, P', P", . . . , les relations trouvées entre les projec- 
tions algébriques des forces 

P, F, P", ..., R 

subsisteront nécessairement entre les projections algébriques des mo- 
ments linéaires 

P/>, py, PV, .,., R/-. 

En conséquence, la projection algébrique sur chaque axe du moment 
linéaire résultant sera égale à la somme des projections algébriques 
sur le même axe des moments linéaires des composantes. On aura 
donc les trois équations 

1 Rrcos/ =:P/?C0SX 4-Py COSV 4- P^ COsX^ H- . . . , 

(i) < Rr cosm = Vp cosfji H- P>' cosfx'H- P V cosfjt" -H- . . . , 
( Rrcos/i =P/?cosv H-Py cosv' -+- py cosv"' -r 
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96 SUR LES MOMENTS LINÉAIRES. 

Si à ces trois équations on réunit la suivante 

(2) cos' / 4- cos' m 4- cos* /i = I , 

on obtiendra en tout quatre équations suffisantes pour déterminer les 
valeurs des quatre inconnues 

Rr, /, m, w, 

c'est-à-dire, la direction et Tintensité du moment linéaire résultant, 
toutes les fois que Ton connaîtra en grandeur et en direction les mo- 
ments linéaires des forces P, P', .... Les seconds membres des équa- 
tions (1) étant, dans cette hypothèse, des quantités connues, si, pour 

abréger, on les désigne par 

L, M, N, 

ces équations deviendront respectivement 

(3) R/cos/=:L, R/'cos/n = M, Rrcos/i = N. 
Or on tire de ces dernières, en ayant égard à la formule (2), 

(4) (R/-)*=L«4-M*4-N«. 
Donc, par suite. 



(5) R/ =^L«-hM*4-N*. 

L'intensité Rr ou la grandeur du moment linéaire résultant étant ainsi 
déterminée, on obtiendra les angles /, m, n que sa direction forme 
avec les demi-axes des coordonnées positives, par le moyen des équa- 
tions 

(0) C0S/3=:— -, cOSW=ii7-> C0S/lr=:-— • 

\\r R/- Rr 

Ces angles seront aigus ou obtus, suivant que les quantités L, M, N 
seront positives ou négatives. 

Les calculs qui précèdent subsistent, quel que soit le point de l'es- 
pace que l'on ait pris pour centre des moments. Dans le cas particu- 
lier où ce centre coïncide avec l'origine des coordonnées, on peut 
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exprimer les projections algébriques du moment linéaire de chaque 
force en fonction de l'intensité de cette force, des coordonnées de son 
point d'application et des angles que forme sa direction avec les demi- 
axes des coordonnées positives. On y parvient facilement à l'aide des 
considérations suivantes. 

Le moment de la force P appliquée au point A, savoir P/?, représente, 
comme on l'a dit ci-dessus, le double de la surface du triangle OAB qui 
a pour base la force AB = P et pour sommet le point 0, centre des 
moments, c'est-à-dire, dans le cas présent, l'origine des coordonnées. 
La surface de ce triangle est donc 

En la multipliant par cosX, c'est-à-dire, par le cosinus de l'angle que 
forme la direction du moment linéaire avec le demi-axe des x posi- 
tives, on obtient la moitié de la projection algébrique de ce moment 
linéaire. Or, le moment linéaire se comptant sur l'un des deux demi- 
axes perpendiculaires au plan du moment P/?, et l'axe des x étant per- 
pendiculaire au plan des j, -, l'angle \ sera évidemment l'un de ceux 
que le plan du moment fait avec le plan desj, s, et qui, étant supplé- 
ments l'un de l'autre, ont, au signe près, le même cosinus*, D'ailleurs, 
si l'on multiplie une surface plane par le cosinus de l'angle aigu com- 
pris entre le plan qui la renferme et un autre plan pris à volonté, on 
aura pour produit la projection de la surface sur le dernier plan. Donc 

le produit 

JP/>cosX 

sera égal, au signe près, à la projection du triangle OAB sur le plan 

des j, 5. Donc, par suite, la projection algébrique du moment linéaire, 

savoir 

P/>cos>., 

sera égale, au signe près, au double de la surface du triangle pro- 
jeté ou, en d'autres termes, au moment de la force P projetée elle- 
même sur le plan des y, s. Ajoutons que le produit P/^cosX sera positif 
ou négatif, suivant que l'angle X formé par la direction du moment 

OEuvret de Ç. — S. U, t. VI. 1 3 
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98 SUR LES MOMENTS LINEAIRES. 

linéaire avec le demi -axe des x positives sera aigu ou obtus, c'est- 
à-dire, en d'autres termes, suivant que la force P tendra à faire tourner 
le plan de son moment de droite à gauche ou de gauche à droite autour 
de la perpendiculaire au plan prolongée de manière à former avec la 
direction des x positives un angle aigu, et, par conséquent, autour du 
demi-axe des x positives. Or, comme un plan mené par ce demi-axe et 
par le point A laisserait d'un même côté la force P et sa projection sur 
le plan des j, 5, il est clair que cette projection tendra elle-même à 
faire tourner le plan des y^ z autour du demi-axe des x positives, de 
droite à gauche dans le premier cas, et de gauche à droite dans le 
second. On peut donc conclure que le produit PpcosX, c'est-à-dire, la 
projection algébrique du moment linéaire de la force P sur l'axe des 
X positives, sera égal au moment de la force projetée sur le plan des 
y^ z, ce dernier moment étant pris tantôt avec le signe -f-, tantôt avec 
le signe —, suivant que la force projetée tendra à faire tourner le plan 
des 7, z de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi-axe 
des X positives. 

On prouvera de même que la projection algébrique du moment 
linéaire de la force P sur Taxe des y ou des z est égale au moment de 
la force P projetée sur celui des plans coordonnés auquel cet axe est 
perpendiculaire, le dernier moment étant pris avec le signe -+- ou avec 
le signe —, suivant que la force projetée tend à faire tourner le plan 
dont il s'agit de droite à gauche ou de gauche à droite autour du demi- 
axe des y ou des z positives. 

Considérons maintenant l'angle solide trièdre qui a pour arêtes les 
trois demi-axes des coordonnées positives, et concevons qu'un rayon 
mobile d'une longueur indéfinie, mené par l'origine, fasse le tour de 
cet angle solide, en s'appliquant successivement sur les trois faces. 
Son mouvement sur chaque face sera un mouvement de rotation, de 
droite à gauche ou de gauche à droite, autour de l'arête perpendicu- 
laire à cette face. De plus, il est aisé de voir que les trois mouvements 
de rotation sur les trois faces, c'est-à-dire, en d'autres termes, sur les 
trois plans coordonnés, seront de même espèce. Par exemple, si la dis- 
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position des demi-axes des coordonnées positives OX, OY, OZ est celle 
qui se trouve la plus usitée, les trois mouvements de rotation auront, 
lieu de droite à gauche autour de ces trois demi-axes, lorsque le rayon 
mobile, en faisant le tour de l'angle solide, passera successivement de 
la position OX à la position OY, et de celle-ci à la position OZ, pour 
revenir ensuite à la position OX. Si le demi-axe des z positives se trou- 
vait transporté de l'autre côté du plan des ce, y, alors les mouvements 
de rotation de droite à gauche auraient lieu dans le cas où le rayon 
mobile prendrait successivement les trois positions 

OX, OZ, OY, 

pour revenir ensuite directement de la position OY a la position OX. 

Afin de bien distinguer les deux espèces de mouvements que peut 
prendre un rayon mobile assujetti à passer par l'origine et à parcourir 
l'une après l'autre les trois faces de l'angle solide OXYZ, nous dirons 
que ce rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnés, un mou- 
vement direct de rotation, s'il passe successivement de la position OX a 
la position OY, et de celle-ci à la position OZ; nous dirons, dans le cas 
contraire, que le même rayon vecteur a un mouvement de rotation 
rétrograde. Cela posé, si l'on* adopte la disposition la plus ordinaire 
pour les demi-axes des coordonnées positives, les mouvements directs 
de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de droite à gauche, et 
les mouvements rétrogrades, de gauche à droite. 

Je reviens aux projections algébriques du moment linéaire de la 
force P, et je vais d'abord chercher une nouvelle expression de la pro- 
jection algébrique de ce moment sur l'axe des x, en admettant, pour 
fixer les idées, la disposition la plus commune des demi-axes des coor- 
données positives. La force P pouvant être remplacée par ses trois 
composantes rectangulaires, la projection algébrique de son moment 
linéaire sur l'axe des x sera égale à la somme des projections algé- 
briques sur le même axe des moments linéaires de ces trois compo- 
santes, ou, en d'autres termes, à la somme des moments des mêmes 
composantes projetées sur le plan des y, z, ces derniers moments 
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éfant pris avec le signe 4- ou avec le signe —, suivant que les forces 
projetées tendront à imprimer au plan des y, z un mouvement de rota- 
tion direct ou rétrograde. Or, si Ton nomme a, p, y les angles formés 
par la force P avec les axes des a?, y, s, prolongés dans le sens des 
coordonnées positives, les trois composantes rectangulaires de P seront 
représentées par les valeurs numériques des trois produits 

Pcosa, Pcosj3, Pcosy. 

Si d'ailleurs on projette ces composantes sur le plan des j, j3, la pre- 
mière se trouvera réduite à zéro, tandis que les deux autres conserve- 
ront leurs intensités respectives. Enfin il est clair que les projections 
des deux dernières composantes agiront suivant des droites menées 
parallèlement aux axes des y et z par la projection du point d'applica- 
tion de la force P. Soient 

les coordonnées de ce même point dans Tespace. La projection de la 
composante parallèle à l'axe des z aura un moment égal au produit de 
son intensité par la perpendiculaire abaissée de l'origine sur sa direc- 
tion, c'est-à-dire, par la valeur numérique de y. Ce moment sera donc 
représenté par la valeur numérique du produit Pcosy xy. On prou- 
vera de même que la projection de la composante parallèle à l'axe 
des y a un moment représenté par la valeur numérique du produit 
Pcosp X z. Ajoutons que, des deux projections dont il s'agit, la pre- 
mière tendra à produire un mouvement de rotation direct, si Pcosy 
et y sont de même signe, c'est-à-dire si le produit Pycosy est positif; 
la seconde, si Pcos^ et z sont de signes différents, c'est-à-dire, en 
d'autres termes, si le produit Pscos^ est négatif. Les mouvements de 
rotation deviendraient rétrogrades dans les suppositions contraires. 
Par suite, pour obtenir les projections algébriques sur l'axe des x des 
moments linéaires que fournissent les deux composantes de la force P 
parallèles aux axes des z et des y, il faudra prendre le produit 

P/cosy 
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avec le signe h-, et le produit 

P^cos;3 

avec le signe — . La somme des deux résultats, savoir, 

P(/cosy — 5Cos,3), 

devant être équivalente à la projection algébrique sur Taxe des v du 
moment linéaire de la force P, on aura nécessairement 

Ppcosl =:P{ycosy -— ^cos,3). 

On trouverait de même, en projetant les moments linéaires de la force P 
et de ses composantes sur les axes des y et des z, 

VpcosfM=z P(-3cosa-— orcosy), 
P/7C0SV = P(.rcosj3 — jcosa). 

11 est au reste essentiel d'observer que les trois équations 

/ Ppcosl —P(ycosy — z cos^)y 

(7) < P/7C0S/xr=: P(5 cosa — ^cosy), 
( Pjocosv = P(^cos(3 -- >• cosa) 

ont lieu seulement dans le cas où Ton adopte pour les demi-axes des 
coordonnées positives la disposition la plus ordinaire, c'est-à-dire, 
lorsque les mouvements de rotation de droite à gauche autour de ces 
demi-axes sont en même temps des mouvements directs et tendent à 
faire passer un rayon mobile 

dans le plan des j, s, de la direction des jr positives à la direction des z positives; 
dans le plan des 3, x^ de la direction des z positives u la direction des jc positives; 
dans le plan des jt, j, de la dipeclion des x positives à la direction des / positives. 

Si les mouvements de rotation de droite à gauche autour des mêmes 
demi-axes devenaient rétrogrades, alors il faudrait remplacer les for- 
mules (7) par les suivantes : 

PjocosX — P{z cos(3— 7 cosy), 

(8) l P/?cos|jL= P(a?cosy -— ^ cosa), 
P^cosv ~ P(/cosa — a7COs(3). 
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Lorsque, dans chacune des équations (7), on supprime le facteur P 
commun aux deux membres, elles se réduisent à 

i/>cos). =^ycosy — z cos(3, 
pcosiJL=^z cosa — a:cosy, 
p cos V == ^ cos |3 — y cos a. 

On peut de la même manière réduire les équations (8) à 

[ /7C0sX =5 cos(3 — y cosy, 
(10) < /?coS[A = a:cosy — 5 cosa, 

( pcosv =:jcosa — :rcos(3. 

Enfin on peut comprendre les équations (9) et (10) dans la seule for- 
mule 

, , rcosy — zcosQ -3 cosa — .rcosy o^cdsô — vcosa _, 

(11) ^ (^ :; î^ = ^- = — =t/?, 

^ ' cosX COS/Ul cosv 

la lettre/? devant être affectée du signe -f- ou du signe —, suivant que 
les mouvements de rotation de droite à gauche autour des demi-axes 
des coordonnées positives sont des mouvements directs ou rétrogrades. 
Ajoutons que, dans l'un et l'autre cas, les équations (9) ou (10), com- 
binées avec la suivante 

(12) cos*X H- cos*/x -h cos*v -= I, 

donneront 

( P'—{y cosy — z cos (3)- H- {z cosa ~ x cosy)-4- (j? cos|3 —7 cosa)' 

( I «5 ) ' 

( — j;*-+-7'-h5*— (a? cosa -h/cos(3 -t-5C0sy)*. 

On trouvera donc, pour l'expression de la perpendiculaire /> abaissée 
du centre des moments sur la direction de la force P, 

Ii 
pz=z [(^cosy — z cos(3)--f- (-3 cosa — x cosyY -h (a:cos[3 ~ jcosa)*]* 
= [^*-^y* -h 5'— (or cosa -i-j cos P -h z cosy)*]^. 

Après avoir ainsi déterminé la valeur de p, on obtiendra celles des 



Digitized by 



Google 



SUR LES MOMENTS LINÉAIRES. 

angles >., [i., V, par le moyen des formules 



103 



(i5) 



' , z cos a — a: cos y 
{ cos'jt^ib ty 

p 



, ^cos3 

COSV =r± ^ 



y cos a 



dont les seconds membres devront être affectés simultanément du signe 
que Ton placera devant la lettre/? dans la formule (ii). Les valeurs 
précédentes de cos>, cos(a, cosv satisfont évidemment aux deux équa- 
tions de condition 

(l6) COSaCOS>-t-COSPcOS|JL-t-COSyCOSV = 0, a:C0sX4- JCOS|JL-H5COSV = 0. 

Or, comme les demi-axes des coordonnées positives forment les angles 
a, fi, y avec la direction de la force P, et les angles \, (a, v avec la direc- 
tion du moment linéaire P/?, la somme 

cosacosX -t-cos{3cos|i -h cosycosv 

représente nécessairement le cosinus de l'angle compris entre les deux 
directions. Donc la première des deux équations (i6) exprime que ce 
cosinus est nul, ou, ce qui revient au même, que les deux directions 
se coupent à angles droits. De même, puisque le rayon vecteur mené 
de l'origine au point d'application de la force P a pour projections 
algébriques sur les axes les coordonnées x, y, 5, et forme par consé- 
quent, avec le's demi-axes des coordonnées positives, des angles qui 
ont pour cosinus respectifs 



v/^^4-7» 



Sja 



-r 



sj. 



■y' 



l'angle compris entre la direction de ce rayon vecteur et celle du mo- 
ment linéaire aura évidemment pour cosinus 

.r cosX -h y cos [i-h z cos v 
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Donc la seconde des équations (i6), qu'on obtient en égalant ce cosi- 
nus à zéro, exprime que la direction du moment linéaire est perpendi- 
«•ulaire à celle du rayon vecteur. Ainsi, ei} partant de cette seule 
remarque, que le moment linéaire se compte sur une droite perpen- 
diculaire, non seulement à la force P, mais encore au rayon vecteur, 
on aurait pu établir immédiatement les équations (i6), desquelles on 
déduit la formule 

vcosy — ccos3 zcosoc — ^-cosy a: cos3 — r cosa 

(17) • ^ - = '- = '- ) 

COSA COSOL cosv 

par l'élimination successive des trois coordonnées a?, r, z. Ajoutons 
que l'équation (i4) peut elle-même se démontrer directement. En effet, 
le rayon vecteur mené de l'origine au point d'application de la force P 
esl représenté par 

et l'angle que forme la direction de ce rayon vecteur avec celle de la 
force P, ayant pour cosinus 

^cosa-h- ycos |3 -h z cosy 

aura nécessairement pour sinus 

( ,1- cos a -I- v cos ,3 -h 5 cos y )*1 * 

_ l' a'-h- r--f-.:?- — (.r co sa -h 7 cos ^3 -f- JC0Sy)'p 



[- 



Or, en multipliant ce sinus par le rayon vecteur, on obtiendra évidem- 
ment pour produit la valeur de la perpendiculaire/?, telle que la donne 
l'équation (i4). 

Dos formules ( i4 ) et (1 7 ) réunies on déduit facilement la formule ( 1 1), 
Pour y parvenir, il suffit de s'appuyer sur un théorème d'Algèbre en 
vertu duquel l'équation . 

a a' a* 
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entraine toujours la suivante : 



[Voir Y Analyse algébrique. Note II, théorème XIV.) Ce théorème, ap- 
pliqué à la formule (17), reproduit [en vertu de l'équation (i4)] la 
formule (11); mais il ne donne pas le moyen de décider quel signe on 
doit attribuer, dans la formule (11), à la quantité /?. 
Concevons maintenant que plusieurs forces 

P P' P'' 

se trouvent simultanément appliquées au point A qui a pour coordon- 
nées X, r, :;. Désignons par R leur résultante, et par 

a, (3, /; «', P', /; ol\ (3% f; ...; a, b, c 

les angles que les directions des forces 

P, P', P% ..., R 

forment avec les demi-axes des coordonnées positives. Les équations (i) 
deviendront 

. R(/cosc — 5 cos^)=:P(7COsy —z cos{3) -i-P'(/cos)/' — 2 cos(3')4-..., 

(18) < R(5 cosa — j?cosc)=iP(5 cosa — o^cosy) -t-P'(s cosa'— a?cos/) -h..., 

( R(^cos6— 7COsa) = P(j?cos|3— 7 cosa) -hP'(.rcos(3'--7COSa') -h.... 

Or, si Ton fait varier le point d'application de toutes les forces, en 
transportant toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes, les seules 
coordonnées x, y^ z varieront dans les équations (18). Ces équations 
doivent donc subsister lorsqu'on y considère les coordonnées Xy y, z 
comme indéterminées; et, par conséquent, les coefficients de x, j, :; 
doivent avoir les mêmes valeurs dans les deux membres de chaque 
équation. En égalant deux à deux ces coefficients, on retrouve les for- 
mules (8) de la page 58. Ainsi, les trois équations relatives aux mo- 
ments des forces entraînent celles qui se rapportent aux projections. 

OEuvres de C, — S,\Ux.\h 1 4 
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Réciproquement, les formules (8) (p. 58) étant données, il est clair 
qu'on en déduira immédiatement les équations (i8). 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que le point 0, centre des 
moments, coïncidait avec l'origine des coordonnées. Imafçinons à pré- 
sent que l'on transporte ce mémo centre en un point 0' dont les coor- 
données soient respectivement 

' et cherchons à exprimer les projections algébriques du moment linéaire 
de la force P par le moyen des quantités 

P; otf py y; x, y, zi jtq, Vq, ^o» 

Pour y parvenir, on observera que, si Ton transportait à la fois le 
centre des moments et l'origine au point 0', les coordonnées du 
point A par rapport à cette nouvelle origine étant alors exprimées 
par les différences 

les projections algébriques du moment linéaire de la force P par rap- 
port à la même origine seraient égales (au signe près) aux trois pro- 
duits 

( P[(/— 7o)cosy-(^ — ;3^)cos?J], 

(19) < P[(:; — -3o) cosa— (a: — j7o) cosy ], 

( P[(x — .ro)cosj3 — (7— jo)cosa]. 

Ces trois derniers produits, pris avec le signe -h dans le cas où les 
mouvements de rotation directs ont lieu de droite à gauche autour des 
demi-axes des coordonnées positives, et avec le signe — dans le cas 
contraire, représentent donc les projections algébriques du moment 
linéaire de la force P par rapport au point 0'. 

Lorsqu'on donne à la fois les projections algébriques d'une force et 
les projections algébriques de son moment linéaire, on peut aisément 
en conclure l'intensité de la force, la droite suivant laquelle elle agit, 
et le sens dans lequel elle est dirigée. En effet, soient P la force en 
question, Vp son moment linéaire, et a, |3, y; X, jx, v les angles que la 
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force et son moment linéaire forment avec les demi-axes des coordon- 
nées positives. Si l'on suppose connues les six quantités 

(20) Pcosa, Pcos(3, Pcosy; P/?cosX, P/?coS|jl, P/?cosv, 
on en déduira immédiatement les valeurs des suivantes 

(21) P, a, (3, y; P/?, X, /z, v, 

c'est-à-dire, les intensités de la force et du moment linéaire, avec les 
angles qui déterminent leurs directions respectives. On pourra donc 
construire : i° le moment linéaire en grandeur et en direction; 2° une 
force, non seulement égale et parallèle à la force P, mais encore dirigée 
dans le même sens. Concevons cette force parallèle appliquée au centre 
des moments. Le plan mené par ce centre, perpendiculairement à la 
direction du moment linéaire, devra renfermer la force P et la force 
parallèle; et, par conséquent, cette dernière devra couper à angle droit 
la direction du moment linéaire, ce qui aura lieu, si l'équation de con- 
dition 

(22) cosacosX-t- cos(3cos|jL-H cosy cosv = o 

est satisfaite. Cette condition étant supposée remplie, on divisera l'in- 
tensité Vp du moment linéaire par l'intensité de la force P pour obtenir 
la perpendiculaire/? abaissée sur la direction de cette force du centre 
des moments; puis on tracera, dans le plan dont nous venons de 
parler, deux droites parallèles à la force déjà construite et situées, de 
part et d'autre du centre des moments, à la distance p. La force cher- 
chée P devra nécessairement agir suivant une de ces parallèles, dans le 
même sens que la force déjà construite, et de manière à faire tourner 
le plan de droite à gauche autour du centre des moments. L'obligation 
où l'on est de satisfaire à cette dernière condition déterminera celle 
des deux parallèles que l'on doit préférer. Quant au point d'application 
de la force P sur cette parallèle, il restera complètement indéterminé, 
ce qu'il était facile de prévoir; car, si l'on porte sur la même droite, 
mais à partir de deux points différents, deux forces égales et dirigées 
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dans le même sens, leurs projections algébriques seront évidemment 
égales, et il en sera de même de leurs moments, ainsi que des projec- 
tions algébriques de leurs moments linéaires. 

Il est bon d'observer que l'équation (22), multipliée par P^p, peut 
(Hre présentée sous la forme 

(23) Pcosa.P/>cos>. H- PcosJ3.P/?cosf/ -f- P cosy.lVcosv — o. 

De plus, en attribuant des valeurs finies quelconques aux six quantités 

Pcosa, Pcos|3, Pcosy; 
PCOSÀ, PCOSJUL, Pcosv, 

on en déduit évidemment des valeurs finies pour les suivantes 

\\ «, ?, •/; 

P/?, >■, 1^, ^^; 

et même pour la quantité 

Vp 

a moins toutefois que la force P ne s'évanouisse, auquel cas ses pro- 
jections algébriques sont toutes nulles simultanément. Donc, lors- 
qu'on fait abstraction de ce cas particulier, la seule condition néces- 
saire pour que six quantités, prises au hasard, puissent être censées 
représenter : 1° les projections algébriques d'une force; 2"^ les projec- 
tions algébriques de son moment linéaire, se réduit k celle que fournit 
l'équation (23), c'est-k-dire a l'évanouissement de la somme qu'on 
obtient en multipliant deux a deux les projections algébriques corres- 
pondantes, puis ajoutant les produits ainsi formés. 

En vertu des principes que nous venons d'établir, il est clair que, 
si, plusieurs forces étant appliquées au même point, on donne : i^ les 

sommes 

X, Y, Z 

de leurs projections algébriques sur les axes des x, y et z; 2° les 

sommes 

L, M, N 
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des projections algébriques de leurs moments linéaires sur les mêmes 
axes, on pourra déterminer l'intensité de la résultante, la droite sui- 
vant laquelle elle agit et le sens dans lequel elle est dirigée. Comme 

les six quantités 

X, Y, Z, 

L, M, N 

représenteront précisément les projections algébriques de cette résul- 
tante et de son moment linéaire, on devra obtenir une somme nulle en 
les multipliant deux à deux et ajoutant les produits. On aura donc 

(24) LX + MY + XZ = o. 

De plus, la résultante ne pourra s'évanouir que dans le cas particulier 

où les trois quantités 

X, Y, Z 

seraient nulles simultanément. Soient toujours R cette résultante, Rr 
son moment linéaire, et a, 6, c; /, m, n les angles formés par sa 
direction et par celle du moment linéaire avec les demi-axes des coor- 
données positives. La valeur de R, déterminée par la formule (i i) de 
la page dq, sera finie et différente de zéro, à moins que les quantités X, 
Y, Z ne s'évanouissent à la fois. Si l'on fait abstraction de ce cas parti- 
culier, les quantités 

a, ô, c, r 

auront toujours des valeurs finies, déterminées par les formules ([2) 
de la page 69, et par la suivante 



(2j) . rT=i = V -=^; 

H V^ÎH-Y^4-Z* 

et il en sera encore de même des valeurs de /, m, n, fournies par les 
équations (G), à moins toutefois que r ne s'évanouisse, c'est-à-dire, à 
moins que les trois quantités 

L, M, N 
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ne deviennent nulles en même temps. Mais, dans ce dernier cas, le 

moment linéaire 

R/- 

se réduisant à zéro, il n'y aurait plus lieu de chercher les angles /, 
m, n que sa direction fait avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives. Dans la même hypothèse, la force R agirait suivant une droite 
menée par le centre des moments, de manière à former avec ces demi- 
axes les angles a, h, c. Ajoutons que, dans le cas général, la direction 
du moment linéaire Rr devant être perpendiculaire à celle de la résul- 
tante R, les valeurs de a, h, c, /, m, n doivent vérifier Téquation de 
condition 

(26) cosacos/-!- cos^cosm H- cosc cos/^ ~ o. 

Or cette équation, en vertu des formules (12) (p. 59) et des for- 
mules (G), se réduit à 

, , L\ + MY + NZ 

(^7) n»- -o 

et, par conséquent, à l'équation {i\)* 

Les valeurs de X, Y, Z, L, M, N ou, ce qui revient au même, celles 
des quantités R, a, b, c, r, /, m, /i, supposées connues, ne suffisent 
pas pour déterminer le point d'application de la force R. Soient ç, r,, X, 
les coordonnées de ce même point. Si l'on adopte, pour les demi-axes 
des coordonnées positives, la disposition la plus ordinaire, on pourra 
donner aux équations (3) la forme suivante : 

i R(r)cosc — Ç^ cos^) = L, 
(28) < R(Ç cosa—^ cosc) ^ M, 

( R(^ cos^ — rj cosa) :=N. 

On en conclura, en ayant égard aux formules (9) de la page 39, 

/ Zr, -YÇ=L, 

(^^0) ! X;-Z; :r:M, 

Yç-Xt. = N. 
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Il semble, au premier abord, que ces trois dernières équations four- 
nissent les moyens de déterminer les trois inconnues E, v;, J^ en fonc- 
tion des six quantités X, Y, Z, L, M, N. Mais il faut observer que, si 
Ton ajoute les équations (29), après avoir multiplié la première par X, 
la seconde par Y, la troisième par Z, on retrouvera la condition (24). 
Cette condition devant toujours être remplie par les valeurs données 
des quantités X, Y, Z, L, M, N, il en résulte que deux des équa- 
tions (29) entraînent la troisième. Donc il n'existera en réalité que 
deux équations entre les coordonnées Ç, t), C. Ces deux équations étant 
du premier degré, les différents systèmes de valeurs qu'elles fourniront 
pour les coordonnées 5, y), C correspondront à des points situés sur une 
même droite. Cette droite sera précisément celle suivant laquelle agit 
la résultante R. Sa projection sur le plan des j, z sera représentée par 
la première des équations (29), sur le plan des s, x par la seconde, et 
sur le plan des a?, y par la troisième. Si l'on fait passer une parallèle à 
cette même droite par l'origine des coordonnées, les trois équations 
de la parallèle seront respectivement 

(3o) TiZ-ÇY=:o, ÇX — £Zzz:o, ?Y — "nX^o, 

et pourront être remplacées par la formule 

(3i) X-Y-Z^ 

a laquelle on parviendrait directement en observant que cette parallèle 
est précisément la droite suivant laquelle agirait une force qui, appli- 
quée à l'origine, aurait pour projections algébriques sur les axes les 
quantités X, Y, Z. 

Si l'on plaçait le centre des moments au point qui a pour coordon- 
nées ^0» Jo» ^0» les équations (29) se trouveraient remplacées par les 

suivantes : 

/ (Y,--Vo)Z-(Ç~^o)Y=L, 

(32) (ç_^,)X-(|-aTo)Z =M, 

( (;^-^„)Y-(Y,-7o)X = N. 
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En supposant le même point situé sur la direction de la force R, on 
aurait à la fois 

(33) L = o, M = o, N=:o; 

ce qui permettrait de substituer aux équations (32) la formule 

(34) -^"=-Y-"^-Z- 
de laquelle on tire immédiatement la suivante 

(35) 



4 — J'o r, -r^ C — -0. 



cosa cos^ cosc ' 

cette dernière présente, sous la forme la plus simple, les équations 
d'une droite qui passe par le point dont les coordonnées sont ^o» 
Vo, -0» et qui, prolongée dans un certain sens, forme, avec les demi- 
axes des coordonnées positives, les angles a, 6, c. 

Dans d'autres articles, nous appliquerons la théorie des moments 
linéaires à différentes questions de Statique ou de Dynamique. 
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DE L'INFLUENCE 



QUE PEUT AVOIR, 



SUR LA VALEUR D'UNE INTÉGRALE DOUBLE, 

L'ORDRE DANS LEQUEL ON EFFECTUE LES INTÉGRATIONS. 



Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies, présenté à 
rinstitut le 22 août i8i4> j'ai remarqué qu'une intégrale double devient 
quelquefois indéterminée, et qu'alors elle prend deux valeurs diffé- 
rentes suivant Tordre qu'on établit entre les deux intégrations. Or la 
différence de ces deux valeurs peut être calculée directement, lorsqu'il 
s'agit de cas particuliers. Mais on peut aussi la déterminer en général 
et a priori à l'aide des intégrales singulières dont j'ai développé la 
théorie, dans le Mémoire de i8i4, dans le Bulletin de la Société philoma- 
thique de 1822 et dans le résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal. 
Je vais revenir un instant sur cette détermination, et je m'attacherai 
de préférence k quelques intégrales doubles dont la considération 
fournit les moyens d'évaluer un grand nombre d'intégrales définies. 

Soient 9(^,7), x(^» j) ^^^^ fonctions propres à vérifier l'équation 

^'^ dv '~ dx ' 

Désignons d'ailleurs par Y[x,y) l'un quelconque des deux membres 
de l'équation (1), par x^, X deux valeurs réelles de la variable 07, et 
par jo> Y deux valeurs réelles de la variable/. Si la fonction F(a?, j) 
reste finie et continue pour toutes les valeurs des variables x ety ren- 

OEuvresdeC.^S,U,X.\\. l5 
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fermées entre les limites x = Xg, x — \,y=y^, 7 = Y, on aura 

Y Y Y X 

(0 / f Y{x,Y)dxdy=C f ¥(x,y)dydx, 

OU, ce qui revient au même, 

(3) f [o{x,Y)-<^{x,yo)]dxz=f [z(X, v) - x(^o, vjj^r. 

Si, au contraire, la fonction F(.r,j) devient infinie ou indéterminée 
pour un ou plusieurs systèmes de valeurs de x et de v compris entre 
les limites jtq, X; Vo, Y, l'équation (3) cessera d'être exacte, et l'on 
aura 

X Y Y X 

(i) f f V{x,y)dx'dy=l f ¥{x,^y)dydr^l 

OU, ce qui revient au même, 



{•^) 



I [(i>{x,\) — (^{x,yo)]dj:=J [x(X, v) — x(^^o,.v)]^/>' - A, 



A désignant la somme de plusieurs intégrales singulières [tmr la 
XXXIV*" Leçon de Calcul infinitésimal). Concevons, pour fixer les 
idées, que les systèmes de valeurs qui, entre les limites ci-dessus 
mentionnées, rendent la fonction Y{x,y) indéterminée ou infinie, se 
réduisent a un seul, savoir, x = l,y = r,. Alors, en représentant par e 
une quantité infiniment petite, on trouvera (?;o£> encore la XXXIV* Le- 
çon de Calcul infinitésimal) 



(0) 



Az-lim^ [y (c: + e,v)-x(4- 6, .>•)]<)'. 



Il importe d'observer que la condition (i) sera toujours vérifiée si l'on 
prend 

d' dz 

(7) 9(^>v)=:/(s)^, X(-^»/) -/(-)^' 

z désignant une fonction réelle ou imaginaire des variables x,y. Sup- 
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posons, en particulier, 

(8) 



(- — ^ — ^v — 



a, è désignant deux constantes réelles, et m un nombre entier quel- 
conque. Les formules (7) donneront 



(9) o{^r,y)-- 



[j:- — «-!-(/ — ô) V -ij' 



V vM^y)^ 



V — « 



lr-a + {y-b)s,'-xY 



et la valeur de A, déterminée immédiatement par l'intégration, sera 
Tune de celles que nous allons indiquer. 

Considérons d'abord le cas où le nombre m se réduit à l'unité. Dans 
ce cas on a évidemment E = a, t) = 6, 

(10) oGr,^v)r= ^■- , x(ar,v)--: \""' , ~-=- ' 

X — a -k- (y — b) \ — 1 X — a 4- ( >- — b)\' — i 

et Ton tire de l'équation (5) 

A = v^ f r \ _ ^ — ^— _ J dy 

Jy. lX-«-4-(/-6)s'-i x^ — a + {y—b)\/-i\- 

] ^n ' _- '- — ^-v., 



(>•) 



OU, ce qui revient au même, 



^ r {y-b)dy _ /■• 0^ 



(y-h)dy 



tY^{Y-by- J (x,-ay+ly-0)* 



(la) ( 



r^ (.v — a)dx r^ (.T — a)d.r 

~X. {x-aY+{\-bY V,^ {x-aY+ ( v„- bY 

( r" (\-a)dy r^' (a-a;)dY i 

J J^.^ (X-ar-+(y-bY'^J^^{a-x,y-^(y-br-l 

' J , r"" (Y-^>) d.r r"" (b-yo) dx ( 

Si maintenant on effectue les intégrations indiquées, on reconnaîtra 
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que, dans la formule (12), la partie réelle du second membre s'éva- 
nouit, et l'on trouvera simplement 

1 Y — ^ b—r^ \—b ^ b—y,\ 

\ arc langer h arclang v— '— -^ arclang h arclang- — '-- j 

(i3) A = { '\ — i, 

1 , X — ^ X -a , a — JTQ ^ ^— ï'ol 

f -!- arc tang ,._ 4- arc lang 7—^-7 -^ ^^^ ^^i"© \^b "^ ^^^ "^ b—v ' 

pourvu que l'on adopte les notations dont nous nous sommes toujours 
servis, et que l'on désigne par arc tangx celui des arcs, compris entre 
les limites — - , -f- -> qui a pour tangente la variable x. Enfin, comme, 
en admettant ces notations, on aura, pour des valeurs positives de x, 

I TT 

arc tango? -f- arc tang - = - 
et, pour des valeurs négatives de x, 

I T, 

arc tang j: -h arc tang - — > 

on conclura de l'équation (i3), en supposant a renfermé entre les 
limites ^0» X, et h entre les limites Vo, Y, 

(i4) A — 27rv^^^; 

au contraire, on trouvera, comme on devait s'y attendre, 

(l5) Az=:0, 

si la quantité a est située hors des limites Xo, X, ou la quantité b bors 
des limites jo» Y. Alors, en effet, les fonctions ç(^, j), /(^r, y), déter- 
minées par les formules (lo), et par suite la fonction F(a7, j), cessent 
de prendre des valeurs infinies entre les limites 07 = ^^, a7 = X; 
yz=y^, y = Y. Donc alors la formule (5) doit se réduire à l'équa- 
tion (3). 

Si la quantité a était équivalente à l'une des limites «To, X, la quan- 
tité b restant comprise entre /« et Y, ou si la quantité b était équiva- 
lente à Tune des limites /„» Y, la quantité a demeurant comprise entre 
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Xq et X, Tune des quatre premières intégrales de la formule (12), et 
par suite la partie réelle de A, deviendraient indéterminées. Mais, en 
réduisant les intégrales comprises dans les formules (i i) et (12) à leurs 
valeurs principaks, on ferait encore disparaître la partie réelle de A, 
et l'on tirerait de la formule (12) 

(16) A = 71 v^— I . 

Concevons, par exemple, que l'on ait a = X, et que b soit renfermé 
entre les limites jo» Y. L'intégrale 

aura une valeur générale indéterminée {voiries XXIV* et XXV*^ Leçons 
de Calcul infinitésimal). Mais, si l'on réduit cette intégrale à sa valeur 

principale, c'est-à-dire, à M 7-3-r)' ^^ tirera de la formule (12) 

/, \—b ^ b — YQ ^ a — XQ ^ a — Xo\ . 

= ( arc tang h arc tang '-^ -h arc lang ^ r- -h arc lang t v — i , 

\ °a-— j:*o ^a — j^o "^ Y — b ^— J'o/ 

OU, ce qui revient au même, A = :tv^ — i. Il est bon d'observer que la 
valeur de A, fournie par l'équation (18), deviendrait nulle si la quan- 
tité b cessait d'être renfermée entre les limites jo» Y. 

Si les quantités a et b étaient à la fois équivalentes, la première à 
l'une des limites iCo» X, la seconde à l'une des limites y©» Y, il ne suf- 
firait plus, pour faire disparaître la partie réelle de A, de réduire cha- 
cune des intégrales comprises dans les formules (i i) et (12) à sa valeur 
principale. Concevons, pour fixer les idées, que l'on ait en même 
temps 

(19) az=\, b = Y, 

et de plus a'o<X, jo< Y. Alors, dans le second membre de la for- 



Digitized by 



Google 



118 DE L'INFLUENCE QUE PEUT AVOIR, 

mule (12), les deux intégrales 



(20) 



( r'" {y-b)dy _ r' dy 
] r^ (x — a)dx r" dx 



deviendront infinies, et leur différence indéterminée. Mais, si, dans les 
formules (1 1) et (12), on remplace les limites supérieures des intégrales 
relatives à a: et à j, savoir, X et Y par les quantités a — e, è — s, & dési- 
gnant un nombre infiniment petit, ou, en d'autres termes, si Ton sup- 
pose A déterminé par l'équation 



~r\— - ^^i''-. 

la formule (12) se trouvera réduite à 



(x — a) dx 



(22) 



4-V/-I 



Dr"-' {a-x,)dy r"' {b-y,)dx ] 



Si maintenant, après avoir effectué les intégrations indiquées dans la 
formule (22), on suppose e = o, on trouvera 

(23) A= (arctang ""-^^ -h arc tang ^'~^^ \ ./Hy 

\ ^a — XQ ^— Vo/ 

et, par conséquent, 

(24) A=:-V^^. 

2 * 

On arrivera généralement au même résultat, si, la quantité a étant 
équivalente à l'une des valeurs x^, X de la variable x, et la quantité h 
à l'une des valeurs j^o» Y de la variable j, on remplace, dans les for- 
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mules (il) et (12), la limite o^q ou X des intégrales relatives à x par 
rt ±: £, et la limite /o ou Y des intégrales relatives à y par b±i. 

Concevons à présent que, les fonctions ç(^, j), x(^»y) étant déter- 
minées par les équations (9), on laisse au nombre entier m une valeur 
quelconque. On tirera de la formule (5) 

Jy^ [X-«4-(r-6)s/-iJ"' 4 [^o-a+(7-^^)N/-i]" 

J _ r^ dx r^ dx , 



puis on en conclura, en effectuant les intégrations, 
(0.6) A = o. 

Toutefois la valeur de A pourrait cesser d'être nulle, si la quantité a 
était équivalente à l'une des limites x^, X, la quantité b restant com- 
prise entre y^ et Y, ou si la quantité b était équivalente à l'une des 
limites jo» Y, la quantité a demeurant comprise entre x^ et X. Suppo- 
sons, par exemple, a = X, è étant renfermé entre les limites Vq, Y. 
Alors l'intégrale 

deviendra infinie, si m est un nombre pair, et indéterminée, si m est 
un nombre impair. Dans le premier cas, la valeur de A sera infinie. 
Dans le second, elle sera indéterminée; mais, pour la rendre nulle, il 
suffira de réduire les intégrales comprises dans la formule (25) à leurs 
valeurs principales. Les mêmes remarques s'appliquent aux autres 
suppositions précédemment indiquées. Dans chacune de ces supposi- 
tions, pour que la valeur de A, fournie par l'équation (23), s'évanouisse, 
il est nécessaire et il suffit i** que le nombre m soit un nombre impair, 
2° que l'on réduise les intégrales renfermées dans le second membre 
de l'équation à leurs valeurs principales. 

Si les quantités a et b étaient à la fois équivalentes, la première à 
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l'une des limites x^, X, la seconde à Tune des limites jo» Y, il ne suf- 
firait plus, pour faire disparaître la partie réelle de A, de réduire les 
intégrales comprises dans la formule (2j) à leurs valeurs principales. 
(Concevons, pour fixer les idées, que l'on ait en même temps 

(19) ^ = X, ^ = Y, 

et de plus ^•o< X, jo< Y. Alors, dans le second membre de la for- 
mule (23), les deux intégrales 



_, 'v. [X - a -r- (y - ù) ^=7J- ~ \s/^J 4 (7 - ^ 

(28) ( 

deviendront infinies, et leur différence, savoir 



0'"' 



deviendra infinie, si le nombre entier /w — i, divisé par 4» donne pour 
reste i, 2 ou 3, et indéterminée, si m — i est un multiple de 4. Ajou- 
tons que, si, dans le dernier cas, on effectue les intégrations relatives 
ko; et à/, non plus entre les limites x = Xq, x = a; y =yo, y = l^* 
mais entre les limites x = x^, x = a — e; y = jo» J = * — £> £ dési- 
gnant un nombre infiniment petit, la formule (25) sera remplacée par 
la suivante 



r»b- t I t ^*-e 



) 4 [(.>•- ^)v'-'J"* ^ [^.-« + (.r-ft)v'->]" 



de laquelle, en posant après les intégrations e = o, on tirera encore 

(26) A=:0. 

On arriverait généralement au même résultat, si, la quantité a étant 



Digitized by 



Google 



SUR LA VALEUR D'UNE INTÉGRALE DOUBLE, ETC. 121 

réduite à l'une des valeurs x^, X de la variable x, la quantité b à Tune 
des valeurs yo> Y de la variable y, et le nombre /w — i à un multiple 
de 4. on remplaçait, dans le second membre de la formule (25), la 
limite x^ ou X des intégrales relatives à x par a =t e, et la limite Vo ou 
Y des intégrales relatives à j par b±: t. 

En résumant tout ce qui a été dit ci-dessus relativement aux valeurs 
de A déterminées par les équations (i i) et (sS), oo obtient immédiate- 
ment les deux théorèmes que nous allons énoncer : 

Théouème I. — Soient a, b deux quantités réelles; .r^, X deux limites 
réelles de la variable x\ y^jY deux limites réelles de la variable y\ et \ 
une expression imaginaire dont la valeur soit fixée par V équation 

i ^ = v^~ C\ '— 1- ——i-\ "^- 

- r \ r- ' 7 - 1 ^'■'■- 



(ïO 



On aura 



A = o, 



si la quantité a est située hors des limites x^, X, ou la quantité b hors des 
limites y Q^ Y. On troussera y au contraire , 

A — 2 TT y/— I , 

si l'on suppose à la fois la quantité a renfermée entre les limites a,,, X et la 
quantité b entre les limites y q, Y. De plus, si, dans la dernière hypothèse, 
l'une des différences 

X — rt, a — Xq; y — by b — y^ 
devient précisément égale à zéro, on aura simplement 

pourvu que, dans le second membre de la formule ( ï i), on réduise l'inté- 
grale qui deviendra indéterminée à sa valeur principale , Enfin, si deux des 

OEuvres de C. - S. II, i.W, l^ 
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différences 

X — a, « — J'o ; Y — ^, b— y\ 

s'épanouissent simultanément y on aura 

A=-v-'. 

pourvu que^ dans le second membre de la formule (i i), on remplace la 
limite x^ ou X de l'intégrale relative à x par a±t^ la limite Va ou Y de 
r intégrale relative à y par b±s, et le nombre t par zéro après les intégra- 
tions effectuées. 

Théorème II. — Soient toujours a, b deux quantités réelles; x^^^ X deux 
limites réelles de la variable x\ ety^^Y deux limites réelles de la variable v. 
Soient, en outrcy m un nombre entier quelconque, et A une expression ima- 
ginaire dont la valeur se déduise de l'équation 



i _ r^ dx r^ (Lr 

' lr. \x-a^ (Y - b)s[^iY' '*"J,, î'r - « + ( v^ - 6)\/=7 [" 



On aura 

A^o, 

si aucune des différences 

X — rt, a — Xq; y — b, b — Vq 

ne devient égale à zéro. Si l'une de ces différences s'évanouit, A prendra 
une valeur infinie ou indéterminée, suivant que m sera un nombre pair ou 
un nombre impair; et, dans le dernier cas, on pourra faire évanouir S, en 
réduisant^ dans le second membre de la formule (25), l'intégrale qui 
deviendra indéterminée à sa valeur principale. Enfin, si deux des diffé- 
rences 

X — rt, a — Xf,; Y — b, b — /o 

s'évanouissent simultanément, A prendra une valeur infinie ou indéter- 
minée, suivant que le nombre m — i sera ou ne sera pas divisible par /\, et, 
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daiis le dernier cas, on pourra encore faire évanouir A en œniplaçant la 
limite x^ ou X des intégrales relatives à x par a±i^ la limite y^ ou Y des 
intégrales relatives à y [Hir b dzz, et le nombre s par zéro après les inté- 
grations effectuées. 

Si Ton suppose que, des quatre quantités x^^y^^ X, Y, les deux pre- 
mières soient négatives et les deux dernières positives, alors, ^w posant 
^ = o, 6 = o, dans les théorèmes l et II, on en tirera 

) J„ (x+r/n)'" },. (x„+jv^=7)"' 



(■«') 



(32) 



3Z O. 
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SLR DIVERSES RELATIONS 

QUI EXISTENT 



ENTRE LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 



LES INTÉGRALES DÉFINIES. 



Soit/(,r) une fonction donnée de x. Si l'on pose 

la fonction ts[x) (ro/r la page 34) conservera, en général, une valeur finie 
pour toutes les valeurs finies, réelles ou imaginaires de la variable x\ 
Par suite, si Ton intègre, par rapport aux variables x et j, les deux 
membres de Téquation identique 

dy ^ djc ' 

entre les limites a; = 0^0, x=\; y =yf^, y= Y, on trouvera 

puis, en remettant pour.cT(^) sa valeur tirée de l'équation (1), on aura 

[ \'~^f [/( X + y ^^) - /(^o + y v^)J ^(»' 

/ - f [/( ^^" -H Y y/^) ~ /( ^0 -^ .V s/~)J ^^'' - A, 



(3) 



(4) 
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la valeur de A étant 



(5) 



(a=j:((/(.)))Iv/— rV-^ — L__ '—7=yy 

) L ^r. \X — 3 4-jv' — I J"o — s + JV — '/ 

-rV — '—^ ^— =V'-1 



Soit maintenant z = a -h byj—i une quelconque des valeurs de s pro- 
pres a vérifier Téquation 

et supposons que cette équation n'ait pas de racines égales, dont la 
valeur commune so'iia-hbyj—i. En vertu du théorème I de la page 121, 
la valeur de la' différence 



( ^/ Y- — '--^ — j-^) ,, 

-rV ^-_ ^^=V-. 



correspondante 'à z = a-h b\l — i, ne réduira simplement à zéro, si la 
quantité a est située hors des limites x^, X, ou la quantité b hors des 
limites 7o> Y; et à itzsJ— i, si les quantités a, 6 restent comprises, la 
première entre Xq et X, la seconde entre jo et Y, sans vérifier aucune 
des conditions 

(8) «=1.070, a = X, 

(9) ^=7o, ^==Y. 

Donc, si l'équation (6) n'a point de racines égales, ni de racines dans 
lesquelles la partie réelle coïncide avec l'une des limites ^0» X, ou le 
coefficient de \/— i avec l'une des limites jo» Y, on pourra, dans le 
second membre de la formule (5), remplacer généralement l'expres- 
sion (7) par 27îr v/— 1, pourvu que l'on écrive à droite et à gauche de la 
caractéristique £,, comme on l'a déjà fait a la page 28, les quantités 
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.ro, X, jo» Y, afin de resserrer le résidu intégral entre les limites con- 
venables. On aura donc alors 

et, par suite, Téquation (4) donnera 

= 2 7: v'=^^£^\( /(.-))). 



Concevons maintenant que s =a -h b yj— i , étant une des racines iné- 
}2;ales de Téquation (6), vérifie Tune des conditions (8) ou Tune des 
conditions (9). Les formules (4) et (5) continueront de subsister, si, 
dans chacune d'elles, on réduit l'intégrale indéterminée à sa valeur 
principale. De plus, en vertu du théorème déjà rappelé, la valeur de 
l'expression (7), correspondante à z = a-^ b\j —i, sera zéro, si la 
quantité a est située hors des limites ir^, X, ou la quantité h hors des 
limites Xo» Y, et tcv^— r dans le cas contraire. Donc, lorsque la racine 
z = a-\-byj —i vérifie l'une des conditions (8) ou (()), l'expression (7) 
prend toujours la moitié de la valeur qu'elle aurait dans le cas con- 
traire. D'ailleurs nous avons remarqué (page 29) que, dans le résidu 
intégral 

(12) Y\(/(^))). 

le résidu partiel relatif a une semblable racine doit être pareillement 
réduit à la moitié de sa valeur. Donc, si l'équation (6) admet des 
racines de cette espèce, la formule (i 1) continuera de subsister, pourvu 
que l'on y réduise l'intégrale qui deviendra indéterminée à sa valeur 
principale. 

Concevons encore que la valeur 5 = a-+-i\/— 1, étant une des 
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racines inégales de l'équation (G), vérifie tout à la fois Tune des con- 
ditions (8) et Tune des conditions (9). Les intégrales comprises dans 
les formules (4) et (5) deviendront infinies. De plus, ces formules 
continueront de subsister, si Ton remplace la limite x^ ou X de Tinté- 
grale relative à x par a dt e, la limite y^ ou Y de l'intégrale relative à 
y par 6 zfc e, et le nombre e par zéro après les intégrations effectuées. 
Ajoutons qu'en vertu du théorème déjà rappelé, la valeur de l'expres- 
sion (7), correspondante à z = a-+- byj—i, se réduira simplement à 

-/^, c'est-à-dire, au quart de la valeur qu'elle recevrait si les quan- 
tités a, b demeuraient comprises, la première entre Xo et X, la seconde 
entre jo ^t Y. Or nous avons remarqué (page 29) que, dans l'expres- 
sion (12), le résidu partiel relatif à une racine de l'équation (6) devait 
être précisément réduit au quart de sa valeur, lorsque, dans cette 
racine, la partie réelle coïncidait avec une des limites x^^ X, et le 
coefficient de V— 1 avec une des limites y^, Y. Donc, si l'équation (G) 
admet des racines de cette espèce, la formule (1 1) continuera de sub- 
sister, pourvu que les limites des intégrales relatives à a: et à 7 subis- 
sent les modifications ci-dessus indiquées. Il est d'ailleurs facile de 
s'assurer que, pour obtenir le résultat auquel ces modifications con- 
duisent, il suffit de rapprocher l'une de l'autre les deux limites de 
chaque intégration, en diminuant ou augmentant chacune de ces 
limites de la quantité infiniment petite e, puis de faire, après les inté- 
grations effectuées, e = o. 

La formule (11), établie comme on vient de le dire, suppose évidem- 
ment que la fonction f{x -h jV— i) conserve une valeur unique et 
déterminée, au moins pour toutes les valeurs réelles des variables x^ 
y comprises entre les limites x = Xq, ^ = X; y = jo» 7 = Y. Cela 
posé, en résumant ce qui précède, on obtiendra immédiatement le 
théorème que nous allons énoncer : 

Théorème I. — Soient x,y deux variables réelles , et z ■= x -{- ysj^i 
une variable imaginaire. Soient d^ ailleurs x^y X deux limites réelles de la 
variable x\ y^^X deux limites réelles de la variable y\ et f[z) une fonc- 



Digitized by 



Google 



1-28 SUR DIVERSES RELATIONS QUI EXISTENT 

lion réelle ou imaginaire de z^ qui conserve une valeur unique et déterminée 
pour toutes les valeurs de x et de y comprises entre les limites x =^ x^^ 
^ = X ; y = Vo, V = Y. Si l'équation 



n'a pas de racines égales, on aura, en général, 

lV=T r [/( X -t- 7 \/=^) - /(x. + .V v/=T)] dv 
I 
'") -r''[/U+Yv/=T)-/(* +.>-.v/=n-)]rf.r 

_x 

= 37rv/-.''^\(/(-))). 

Ajoutons que si, dans la formule (i i), l'une des deux intégrales déifient 
indéterminée^ il faudra la réduire à sa valeur principale ; et que, si elles 
deviennent toutes deux infinies^ on devra rapprocher l'une de rautre les 
limites de chaque intégrale, en faisant croître ou décroître ces limites de la 
quantité infiniment petite e, et supposer, après les intégrations effectuées, 
e = o. 

Supposons maintenant que l'équation (6) ait plusieurs racines 
égales, dont la valeur commune soit s = a -4- 6 y/— i , et désignons par 
m le nombre de ces racines. Il est clair que le résidu de 

relatif à la valeur a -hbyj—i de la variable z, sera le même que celui 
de la différence 



' — ^ [x — a — b^—i)"\x — z) 



/(5) ^ {^-a-^bxf^)f(z) ^^^^^{z-a-^hs/-iY'-\f(^ 



' — a — b v'^— î {.V — a — b ^'—lY [œ — a — b \f— i )" 
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et par conséquent égal à 

( .f \ iiî ^a _, A„| 

si l'on représente par 

(i5) A,, A„ ..., A;„ 

les résidus des fonctions 

relatifs à la valeur dont il s'agit. Par suite, dans le résidu intégral qui 
forme le second membre de l'équation (5), la partie relative à 

5 = a -H 6 y/— I 
sera 

(17) A,5i + Aj5, + ...4- A,„5«„ 

pourvu que l'on fasse généralement 



(18)^ 



I'" ^^^-(. ![x^a+(j-^)v^=Tr [xo~«-H(r--6)v/^fr' 



-XI 



[j,^ai-(Y-b)s/-iy" [a: ^a-h^Yo- b)s/-i\"'\ 



^.Uj:. 



Cela posé, concevons d'abord que la quantité a ait une valeur distincte 
de chacune des limites Xq, X, et la quantité b une valeur distincte de 
chacune des limites y^^ Y. En vertu du théorème II de la page 122, s^, 
^3, . .., s,n s'évanouiront. Quant à la valeur de s^, ou, ce qui revient au 
même, de l'expression (7), elle sera toujours déterminée par le théo- 
rème 1 (p. 121). Donc la formule (11) continuera de subsister comme 
dans le cas où Téquation (G) n'avait que des racines inégales. 

Admettons, en second lieu, que les quantités a, b vérifient l'une des 
équations (8) ou (9). Alors, en vertu du théorème II (p. 122), s,^, Sj^, 
.Vc . . . acquerront des valeurs infinies, et ^3,^5, s^, , .. des valeurs indé- 
terminées, que l'on pourra faire évanouir en réduisant chacune des indé- 

OEufres de C. — S. H, t. VI. I 7 
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ferminées à sa valeur principale. Donc, pour que le polynôme (17) se 
réduise à son premier terme A,^,, il sera nécessaire : i*^ que le second, 
le quatrième, le sixième, . . . termes disparaissent, c'est-à-dire que Ton ait 

(19) A2=:o, A4=ro, Ae^o, ...; 

iP que l'on réduise les intégrales indéterminées à leurs valeurs prin- 
cipales. Si ces deux espèces de conditions sont remplies, la formule (11) 
continuera de subsister. 

Admettons enfin que les quantités a, h vérifient tout a la fois Tune 
des équations (8) et l'une dos équations (9). Alors, en vertu du théo- 
rème II (p. 122), ^2, ^3, s^\ ^6»^7>^8; ^10» • • • acquerront des valeurs infi- 
nies, et 5,, ^5, 5.J, ... des valeurs indéterminées, que l'on pourra faire 
évanouir en remplaçant la limite x^ ou X des intégrales relatives à ce 
par a ± £, la limitejo ou Y des intégrales relatives à 7 par h dt £, et le 
nombre t par zéro après les intégrations eff*ectuées. Donc, pour que le 
polynôme (17) se réduise à son premier terme, il sera nécessaire : 
i*^ que l'on ait 

(10) Aj— o, A3=o, A4^o; A^^o, A7 = o, Ag^o; Aio~o, ...; 

2** que les limites des diverses intégrales soient modifiées comme on 
vient de le dire. Si ces deux espèces de conditions sont remplies, la 
formule (11) continuera de subsister. 

Il est essentiel d'observer que si, en supposant, dans la formule (18), 
le nombre 71 plus grand que l'unité, on substitue, aux limites de l'inté- 
grale relative à a; ou à y, les limites plus rapprochées qu'on obtient 
on augmentant ou diminuant x^, X, y^ et Y de la quantité infiniment 
petite £, la valeur de s^^ correspondante aux valeurs principales des 
deux intégrales, et développée suivant les puissances ascendantes de 
£ ne renfermera jamais de termes finis, mais seulement des termes 
infiniment petits proportionnels a £, à £^, à £% ..., et de plus, quand 

elle deviendra infinie, un terme proportionnel à -;^- Donc, si l'on ré- 
duit les intégrales comprises dans les formules (4) et (5) à leurs valeurs 
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principales, et les limites de ces intégrales à des limites plus rappro- 
chées, respectivement équivalentes aux quantités Xo, X, jo» Y auf^- 
mentées ou diminuées de e, la valeur de A, développée suivant les 
puissances ascendantes de e, aura pour terme fini la somme des pro- 
duits de la forme A^^,, c'est-k-dire le produit 

(21) 27rv/=:7V ((/(.-))). 

Par suite, si Ton fait évanouir e, A ne pourra conserver une valeur finie 
qu'autant qu'il se réduira au produit (21). On peut donc énoncer la 
proposition suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorrme L 
si la différence 



{11) 






conserve une valeur finie et déterminée, dans le cas ou l'on remplace les 
intégrales quelle renferme par leurs valeurs principales, les limites de ces 
intégrales par des limites plus rapprochées, respectis^ement équivalentes aux 
quantités x^, X, r^, Y augmentées ou diminuées de t^ et le nombre t par 
zéro, après les intégrations effectuées, la valeur finie de la différence (22 ) 
sera précisément 

(sii) 27rv/~ V((/(^))). 

En d* autres termes, la formule {\i)se trouvera vérifiée. 

Ce nouveau théorème ne suppose pas, comme le premier, que l'é- 
quation (6) admette seulement des racines inégales. 

Si, pour fixer les idées, on suppose aTo<X et ro< Y, alors, en 
désignant par g un nombre infiniment petit, on aura, en vertu du 
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théorème II, 



(23) 



V^- 1 f \A X + r v/- . ) -/( ^, -h .y y/- . )] dy 
-f '[/(^+Yv'^)-/(^+.v,v/^)]rf-r 



X \ 



.27rv/~i <r ((/(;;))), 



pourvu que le premier membre de la formule (23) ait une valeur finie, 
ci que Ton réduise les intégrales comprises dans ce premier membre 
à leurs valeurs principales. 

11 nous reste à montrer quelques applications des formules (ii) 
et (23). 

D'abord, si Ton pose, dans la formule (i i), 

OU bien 

.ro~— rt, X = o, yo=o, Y— h, 

OU enfin 

a et b désignant deux quantités réelles, on obtiendra successivement 
les trois équations 

(24) / "^^ ^ 

( -V^i f [/(« + vv^=^)-/(7V^)]^.V-^^7r V((/(5)))V/:^, 



(•^6) P " _ , _ 

= \'-^i [/(«+W- ')-/(-« +JS/^)]rf/-«'r /, ((/(5)))v/-., 
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dans lesquelles les intégrales indéterminées doivent toujours étn* 
réduites a leurs valeurs principales. 
Soient encore 

x^^^a^ \zzzby yo=a, Y ^ b. 

Si l'équation (G) n'a point de racine équivalente à Tune des expres- 
sions imaginaires 

(27) ci-\-a\/ ~îy a-\-b\/—i, b-\-a\^~\^ b -\- b\/ - 1, 

on tirera immédiatement de la formule (11), en remplaçant la lettre y 
par la lettre x, 

^A 

l / [/(^-^^,v^^I)-/(^+^v/~0-v-'/(*^-•^v'-0-^-\^■--^/•(« + .V-O.^^•' 

\ fi a 

Si, au contraire, on compte au nombre des racines de l'équation ((>; 
une ou plusieurs des expressions (27), on tirera du*théorème I(, on de 
l'équation (23) 



,.b-& 






puis, en réduisant s à zéro, on reproduira la formule (28). En consé- 
quence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème III. — On a généralement 

X.* 

1 / [/(x + 6 v'- ' ) -/(•« 4- « V^- 1 ) - V - 1 /{b + .r v' - 1 ) -t- V - 1 /{a + ./■ v ' - 1 )J cU- 

I =_ ar''^* ((/(-) ))v=~r, 

\ nu 

pourvu que l'on réduise r intégrale relative àx à sa valeur piincipale. 
Supposons maintenant que la fonction /(r -j-jy— i) s'évanouisse 
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pour .r = ih 3c , quel que soit r. Alors, si l'on prend 

.ry t= — co , \ -. X , Vo^ ^, Y -- b, 

l'intégrale relative k j^ s'évanouira dans la formule (i i), et Ton se trou- 
vera conduit au nouveau théorème que nous allons énoncer. 

Théorème IV. — Si la fonction f{x -\- y ^ — \) s évanouit pour x = =b oc , 
(fuel que soit y, on aura généralement 

• - « - « ,1 

pourai que l'intégrale relative à x soit réduite à sa valeur principale. 

On établira, sans plus de difficulté, la proposition suivante : 

Théorème V. — Si la fonction J[x -+- r \/— i) s évanouit pour y — zt x . 
quelque soit x, on aura généralement 

<-^^>) r''r/(^-+-Vv/-l)-/(^^+Vv^jJ<V---2rV ((/(^))), 

J ^ ri -« 

pourvu que V intégrale relative à y soit réduite à sa valeur principale. 

Concevons a présent que la fonction /(a; -h vy — i) s'évanouisse : 
i*" pour ^ = di 00 , quel que soit j; a*" pour j = co , quel que soit x, 
et soit rf la limite vers laquelle converge le produit 

(3,) (.r+^.^— )/(^4-rv^^) 

pour des valeurs croissantes de v; alors, en désignant par h un tri's 
grand nombre, on aura sensiblement 

[jc -H b \f^)f[c 4- b \~) zzi i, A^-^b \/^^i) = '^—.^^ , 

j: -]- b\' — \ 
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puis, en réduisant chaque intégrale à sa valeur principale, 



/ f['^ -H ^ V ~ i)dx^=^—T:i\J-\. 



Cela posé, on tirera de la formule (29), en attribuant \\ la quantité a 
une valeur nulle, et à la quantité b une très grande valeur. 



(32) 



f f{x)dx.=.^T:s,f^i\ 'r;((/(3)))-^f 



En supposant, dans l'équation (3a), la constante .f réduite à zéro, on 
établira le théorème suivant : 

Théorème VI. — Si la fonction f{x -\- y \l — i) ïemnouit : i" pour 
X = dz co j quel que soit y; 2^ pour y = oc ,- quel que soit x^ on aura géné- 
ralement 

(33) r/{.r)dœ = 2T: ' l\{ /{z) )) s/^ , 

pourvu que V intégrale soit réduite à sa valeur principale, et que le pmduit 

(r H- j \/ — I )f{x -+- y y/— I ) s'évanouisse avec la fonction f{x -f- j\/— i ) , 
en vertu de la supposition y = x» . 

On pourrait aisément revenir du théorème VI à la formule (Ss). En 
effet, si la supposition j = » réduit le produit (3i), non plus à zéro, 
mais à une quantité finie ^, la même supposition fera évanouir le pro- 
duit 

On aura donc, en vertu du théorème VI, 

puis, en réduisant chaque intégrale à sa valeur principale, et rempla- 
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eanl, en conséquence, Tintégrale 

f^ dx 
J ^ 

par zéro, on trouvera 

(34) /"/(^•)^^ = 27:_[r((^A^')-^))v/^. 

Comme on a d'ailleurs, en vertu des principes du calcul des résidus 
[voir les pages 23 et suivantes) 

.:i-:((/<^>-i))=^x«/''»>-ji((:))=-X«/'^»'-5' 

il est clair que la formule (34) reproduira Téquation (32). 

En supposant, dans les équations (24) et (23), a = 00 , puis, appli- 
quant a ces équations les raisonnements par lesquels nous avons déduit 
le théorème VI de la formule (29), on sera immédiatement conduit à 
deux propositions nouvelles, que nous allons énoncer: 

Théorème Vil. — Si la fonction f{x -\- y \J — i) s'évanouit : i*^ pour 
.r = Qo , quel que soit y; 2^ pour y = oo , quel que soit a-, on aura 

(35) / f{x)dxr=.s,f~if /{y^/—,)dy-^27:''l^'({/{z)))^/~, 

pourvu que chaque intégrale soit réduite à sa valeur piincipale, et que le 
ptvduit (3i) s évanouisse avec la fonction f{x -f- J y^— 1) en vertu de la 
supposition j' = oc . 

TiiÉouÈME Vlll. — Si la fonction f{x -{- y yj — i) s'évanouit : i"" pour 
,r = — x> , quel que soit y; 2" pour y = ao , quel que soit Xy on aura 

(36) Ç f^oo)dx^-~^—xÇ f{ys,l~i)dy-^2T. V((/(^)))V^, 
pourvu que chaque intégrale soit réduite à sa valeur principale, et que le 
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produit (3i) s évanouisse avec la fonction f(x -\- y \J—i) en vertu de la 
supposition y ^=: oo , 

Lorsque les formules (35) et (36) subsistent simultanément, en les 
ajoutant Tune à l'autre, on reproduit l'équation (33). De plus, si, dans 
la formule (35), on remplace la lettre y par la lettre a?, on obtiendra 
la proposition suivante : 

Théorème IX. — Si la fonction /(x -h y y/— i) s'évanouit: V^ pour 
X = ce 9 quelque soit y; a^ pour y = oo , quelque soit x, on aura 



(37) 






pourvu que l* intégrale soit réduite à sa valeur principale, et que le pro- 
duit (3 1 ) s'évanouisse avec la fonction f{x -\- y\j —i) en vertu de la sup- 
position y =i oo . 

Comme on peut déduire l'équation (37) de la formule (28), en pre- 
nant a = o, 6 = x> , il est clair que cette équation subsiste dans le cas 
même où la fonction /(^) devient infinie pour x = o. 

On pourrait présenter les diverses équations que nous venons d'éta- 
blir sous différentes formes distinctes les unes des autres. Ainsi, par 
exemple, on reconnaîtra sans peine que l'équation (33) peut être rem- 
placée par l'une des suivantes : 

(38) f /(£^Azi£)^,^, 'l'iiA')))^, 

(39)7 g^L-^W '\ -J\éE=n -r ((/(.) ))v/in. 

On déduirait aisément des formules qui précèdent les valeurs de 
presque toutes les intégrales définies connues, et d'un grand nombre 
d'autres, spécialement de celles que nous avons considérées dans le 
Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires 
(pages 61 et suivantes). Ainsi, par exemple, on tirera immédiatement 

OEwres de C. — S. H, t. VI. 1 8 
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de la formule (38), en désignant par ({x) une nouvelle fonction de x, 
et par rune constante positive, 

D'ailleurs, si la fonction f (a? h- j sj— i) ne devient pas infinie pour des 
valeurs positives de y, on aura, en vertu des principes du Calcul des 
résidus [voir les p. 23 et suivantes) : 

'r((^M\\-l rllfl-if(o) 

- r" (( lM.\\ - r '^Siû = i{rs/-y) 



-,,.//_.r(.)\\ P .f(.) ._< 


■('■!'-■) 


2 


On trouvera donc définitivement 








/•'^^^^';f..-Jr(^^). 




(4» r""-" ," '' :i\,-^Arr-'). 





La formule (40 suppose seulement que la fonction f{x -h j/— i) con- 
serve une valeur finie : i" pour x = ±'X) , quel que soit j; 2° pour 
j = Qo , quel que soit x. Les formules (4o) et (/|2) supposent en outre 
que i{x -1-7 v^— 1) s'évanouit pour j = oc . Si cette dernière condition 
n'était pas remplie, on devrait aux formules [\o) et (4^) substituer 



Digitized by 



Google 



ENTRE LES RÉSIDUS DES FONCTIONS, ETC. 139 

les deux suivantes 

(43) rti^ki£izi£)^ = îtf(o)-.f]. 

(44) f ^^'^-iL— ) ^^f[f(.v/^)-,T]. 

qui se déduisent l'une et l'autre de l'équation (32), et dans lesquelles 
ê désigne la valeur de f(a? -hjv/— j) correspondante à j = x» . 

Si, dans les formules (4o), (40» (42), (43), (44)> on remplace {{x) 
par l'une des fonctions 

a et 6 étant des quantités positives, on obtiendra les équations 

/*• . dx T. 

(:i«i) f smaj? — = -, 

(47) jr^-sm(^-6.)^^_:^.^-..- 

(48) f e«*^"^'sin(asin6a')— = -(e''— i)(M, 

Jo ^2 



X* rd 

^a«./>j:cos(asinôj:) 



J7- -h n 2 



(^9^ ', r-.„..,.=_.^3.„^^)^^:|£_^5(^«.-_,), 



i / e"*^"^^ sin(asir 



Les formules (46), qui ont été données pour la première fois par 
M. Laplace, et dont la seconde comprend comme cas particulier l'é- 

(0 I^s valeurs trouvées pour l'intégrale (48) et pour la seconde des iiUégrales (41))) 
dans le Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, sont incompicles 
et doivent être remplacées par celles que nous donnons ici. Cette erreur provient de ce 
qu'on avait employé, pour déterminer les deux intégrales dont il s'agit, les formules (4u) 
et (42), au lieu des formules (43) et (44)* 
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quation (45), sont elles-mêmes comprises dans la formule (47). Ajou- 
tons que cette dernière suppose le nombre a renfermé entre les 
limites o, 2, et que, si l'on y fait i == o, r = i , on obtiendra une des 
intégrales les plus remarquables données par Euler, savoir 

dx TZ 



(5o) 



r 



i-\- x^ , an 

2 sm — 
2 



Si, dans l'équation (Sy), on remplaçait successivement f(^) parles 
deux fonctions 

on en tirerait 





X 




cos«^ — 


e" 


ax 


X 






cosaj? — 


e- 


ax 



(5i) / ^^''""" ' dx^=zOy 

,^ , r*cosaj? — e-«^ dx tt "Iz . ar 

(o2) / 1 7 = — .e ^»sm--=- 

Nous développerons dans d'autres articles les nombreuses consé- 
quences des formules générales auxquelles nous sommes parvenus dans 
celui-ci; et nous allons montrer, en finissant, comment, à l'aide de ces 
formules, on peut, dans beaucoup de cas, déterminer le résidu intégral 
d'une fonction donnée/(5), c'est-à-dire, la somme de tous les résidus 
qui correspondent aux diverses racines de l'équation (G). 

Concevons que la fonction/(j5) s'évanouisse pour des valeurs infinies, 
réelles ou imaginaires, de la variable 5, c'est-à-dire que la fonction 
f{x -H y v^— i) s'évanouisse : i** lorsqu'on suppose x = =b co ; 2° lors- 
qu'on supposej'==ii Qo ; et admettons d'abord que, dans l'une et l'autre 
hypothèse, le produit 

[a:-\-ysJ'^)f{x-\-ysj"^) 

se réduise à la constante §. On aura sensiblement, pour de très grandes 
valeurs numériques de x ou de j. 



X -\- y \f^i 
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Donc alors, si l'on attribue aux quantités x^, f^, X, Y de très grandes 
valeurs numériques, en supposant a?o etjo négatives, X et Y positives, 
le premier membre de la formule (i i) se confondra sensiblement avec 
la différence 

(53) /HirV ^_ L\ay-^r(—l-= ^_=W. 

D'ailleurs, en vertu de la formule (3i) de la page i23, celte même dif- 
férence se réduit à 

2 7:^ y/ — I. 

Donc, si l'on prend 

a7o = — 00, X = c», jo — — 00, Y=:oo, 

la formule (11) donnera 

^t:§sJ—x^2t: "/* (( /( ^ ) )) ^=7^ ; 

ot, en divisant les deux membres par ^nyj— i , on obtiendra l'équation 

(54) "/," ({/{=))) = l 

que l'on peut écrire plus simplement comme il suit 

(55) £^({/{z))) = g. 

Si l'on a ^ = o, ou, en d'autres termes, si le produit z/{^) s'évanouit 
pour des valeurs infinies réelles ou imaginaires de la variable z, l'é- 
quation (55) deviendra 

i^^) ^((/(^)))=o. 

On pourrait aisément revenir de la formule (56) a la formule (55). 
En effet, lorsque, pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires, de 5, 
le produit s/{z) se réduit, non plus à zéro, mais à une quantité finie f, 
il est clair que, pour ces mêmes valeurs de 5, le produit 



^[/(^)-J]=^A^)-^ 
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s'évanouit. On a donc alors, en vertu de la formule (56), 

OU, ce qui revient au même, 

La formule (55) cesserait d'être exacte, si la valeur du produit 

(3i) (^+vs/~i)/(a; + vv/^), 

correspondante a des valeurs infinies, positives ou négatives, de la 
variable x ou j, changeait avec le signe de cette variable. Alors il fau- 
drait à la formule (55) substituer Tune de celles que nous allons 
indiquer. 

Supposons, en premier lieu, que, la fonction /(s) étant nulle pour 
des valeurs infinies, réelles ou imaginaires, de z, le produit (3i) se 
réduise à la constante ^^ pour a? = — oo , et à la constante rfa pour 
a? = oo . Alors, en attribuant aux quantités — a et -\- b de très grandes 
valeurs positives, on tirera de la formule (29) 

^, «/(.)))=. vEir / ^^ _ __A_\ ^. 

puis, en remplaçant les intégrales par leurs valeurs principales, 

(5;) r ((/(.))) = '%i^^ 



Supposons, en second lieu, que, la fonction /(g) étant nulle pour 
des valeurs infinies, réelles ou imaginaires, de z, le produit (3i) se 
réduise à la constante^' pour j= — 00 , età la constante r'F"pour7 = 00 . 
Alors, en attribuant aux quantités — a et 4-6 de très grandes valeurs 
positives, et remplaçant les intégrales relatives a 7 par leurs valeurs 
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principales, on tirera de la formule (3o) 



(58) ^((/(^))) = !L:r:f.. 

Si Ton avait, dans la formule (Sy), ^2 = — ^|, ou, dans la for- 
mule (58), f' = — f^ on retrouverait précisément l'équation (56). En 
conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème X. — Si la fonction f[z) s' évanouit pour des t^aleurs infinies, 
réelles ou imaginaires, de la variable z, le résidu intégral de cette fonction 
sera nul, ou, en d'autres termes, on aura 

(56) ^((/(^))) = o, 

pourvu que le produit {00 -\-Ysj — i)/(^ -+- V V~ (^onsen^e une valeur 
finie pour des valeurs infinies, positives ou négatives, de Vune des variables 
X, r, et qu'il change de signe, sans changer de valeur numérique, dans 
le cas où la variable dont il s'agit passe de l'infini positif à Vinfini 
négatif 

Ce théorème, en raison de sa généralité et des nombreuses applica- 
tions qu'on en peut faire, paraît devoir mériter l'attention des géo- 

mètres. Si l'on remplace la fonction /(-s) par le rapport '_ _ -> la for- 
mule (56) donnera 

. i((^i))=/<'>-i¥^=". 

et l'on déduira facilement du théorème X une proposition nouvelle 
dont voicî l'énoncé : 

Théorème XI. — Si la fonction f{z) conserve une valeur finie pour des 
valeurs infinies, réelles ou imaginaires, de la variable z, on aura 

pourvu que la fonction f{x 4- J V— i) change de signe, sans changer de 



Digitized by 



Google 



IH SUR DIVERSES RELATIONS QUI EXISTENT 

valeur numérique, lorsquon passera de la supposition or = — ao à la su/h 
position a? = X) , ou bien de la supposition y = — oo à la supposition 

y = 00 . 

Si la fonction /(j? 4- jV— i) se réduisait, pour a? = — oo , à la con- 
stante #< et, pour a; = 00 , à une constante ^2 différente de — ^,, alors 
il faudrait à la formule (Sij) substituer l'équation 

qui se déduit immédiatement de la formule (jy). 

De même, si la fonction /(a? -+- r y^— 1) se réduisait pour v = — X5 
à la constante f, et pour y = ao à la constante f' différente de — .î', 
il faudrait à la formule (69) substituer l'équation 

(6.) ri.)=r^La^^t±l, 

' ^-^ JT — Z 2 

qui se déduit immédiatement de la formule (58). 

Il est important d'observer que les équations (54), (56) et (Sg) s'ac- 
cordent avec les formules (63), (64) et (57) des pages 35 et 36. La 
seule différence consiste en ce que, dans les formules dont il s'agit, 
on supposait la fonction /(s) réduite à une fraction rationnelle. 

Nous avons déjà remarqué que l'équation (Sg) fournit le moyen de 
décomposer dans tous les cas possibles une fraction rationnelle en frac- 
tions simples. On en déduit avec la même facilité un grand nombre do 
formules dont quelques-unes étaient déjà connues, par exemple, celle 
qui sert à développer en série la cotangente de l'arc x. On tire en effet 
de l'équation (59) 

cos:; 



COlcr= I : : : 

^ (x — ^)((sni^ 



)) X X — 7: JT — 271 X — St: 
I I I 



et par suite 



(62) col,r 



- X ^^^l^ï^nr;?»"^ 47^'-^•*"^^^-.r»^••7• 



Digitized by 



Google 



ENTRE LES RÉSIDUS DES FONCTIONS, ETC. I'i5 

On trouvera de même, en supposant a<':r, 

r^ cosaœ p cosa^ i 2.r/cosa cos2a cos3a \ 

siniro.* ~~ ^^ {.v — z) ((sinn z)) '" tFjc "^Vi— a?- ^—.x* 9 — ^=^*"" /' 

, sinaj:^ p sinaz 2 / sina 2sin2« 3sin3a \ 

^ s'inizx '~'<^{a: — z){(sïm:z)) 7:\i — ^r* l\ — x^ 9 — «^^ •••y- 

Lorsqu'on suppose précisément a = 7:, l'équation (63) continue (l(^ 
subsister, tandis que la formule (64) devient inexacte. Mais alors, pour 

développer la fonction = i, il faut employer l'équation (61), au 

lieu de l'équation (Sg), et, comme on a, dans ce cas, rf'= 1, ^"= 1, il 
en résulte que le second membre de la formule (64) doit être augmenté 

de la quantilé ' "— = 1. Or, en opérant de cette manière, on obtient 

oiïeetivement, à la place de la formule (6'i), une équation identique. 



OEuvres de C — S. M, l. VI. H) 
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DÉMONSTRATION 



D UN 



THEOREME CURIEUX SUR LES NOMRRES. 



Exirail du Bulletin de la Société philomathique. 



On trouve dans un numéro du Bulletin de la Société philomathique re- 
noncé d'une propriété remarquable des fractions ordinaires observée 
par M. l. Farey : 

Cette propriété n'est qu'un simple corollaire d'un théorème curieux 
que je vais commencer par établir. 

Théorème. -- S*, après avoir rangé dans leur ordre de grandeur les 
fractions irréditctibles dont le dénominateur n excède pas un nombre entier 
donné, on prend à volonté, dans la suite ainsi formée, deux fractions con- 
sécutives, leurs dénominateurs seront premiers entre eux, et elles auront 
pour différence une nouvelle fraction dont le numérateur sera l'unité. 

Démonstration. — Soient j la plus petite des deux fractions que l'on 

considère, et n le nombre entier donné. Soient de plus a' et h' les plus 
grandes valeurs entières que l'on puisse attribuer aux variables x et v 
dans l'équation indéterminée 

(') ^-^ — ^/ = '> 

en supposant toutefois é'< n. La fraction - étant irréductible par hv- 
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pothèse, et la valeur de b' vérifiant l'équation 

ba'—ab'=\, 

h et V seront nécessairement premiers entre eux, et Ton aura de plus 

a' a I 

V^ b" bb'' 

La fraction y jouira donc, relativement à la fraction -. > des propriétés 

énoncées dans le théorème; et, pour établir ce même théorème, il suf- 
fira de prouver que, parmi toutes les fractions irréductibles dont h* 

dénominateur n'excède pas n, celle qui surpasse immédiatement j est 

précisément ~ On y parvient de la manière suivante. 

Les diverses valeurs de^- qui résolvent l'équation (i) forment la pro- 
{^ression arithmétique 

..., //-26, b'—b, b\ b'~\-b, b'^ib, ...; 

et, puisque h' est la plus grande de ces valeurs qui soit comprise dans n, 

on a nécessairement 

tK^y -^ b. 

Soit maintenant ^ une fraction irréductible et plus grande que ^ prise 

parmi celles dont le dénominateur n'excède pas n. Si l'on fait, pour 
abréger, 

(2) bf—ag — m, 

on aura 

/ a m 

Ir b~^ bg' 

Ainsi, la différence des fractions A ^ sera généralement exprimée par 

^; et, si l'on donne a m une valeur constante en laissant varier i', 

bg' f> 

cette différence aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la 
plus grande valeur possible. D'ailleurs les diverses valeurs de g' qui 
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satisfont à l'équation (a) sont évidemment comprises dans la progres- 
sion arithmétique 

..., mb' — 2^, nib'^b, mb'y mb' -{- b^ mb'-h^bf ..., 

dont le terme mb' -+- 6, égal ou supérieur à 6'-i- 6, est par suite supé- 
rieur à w; et, comme g ne doit pas excéder /i, il est clair qu'il sera tout 

au plus égal au terme mb'; d'où il suit que la fraction ,— ne pourra 

devenir inférieure à 

m I 



mb'b "" bb' 

Donc, parmi toutes les fractions supérieures à ^> et dont le dénomina- 
teur n'excède pas n, la plus petite est celle dont la différence avec j 
est égale à ri^,» c'est-à-dire la fraction ^r 

Corollaire. — Si, parmi les fractions dont il s'agit dans le théorème, 
on en prend trois de suite à volonté, en désignant ces trois fractions par 



y W V 

on aura 

a'b-^ab' — i, a'b'—a'b'—i, 

et par suite 

a'b — ab'—a''b''^a'b''\ 

d'où l'on conclut 

a ->f a" a' 



b-\-b' ~ b'' 



Cette dernière équation n'est autre chose que l'expression analytique 
de la propriété observée par M. J. Farey. 
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SUli LES 

MOMENTS LINÉAIRES DE PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUÉES A DIFFÉRENTS POINTS. 



Considérons plusieurs forces 

p P' P' 

appliquées k différents points dont les coordonnées rectangulaires 
soient respectivement 

Supposons de plus ces mêmes forces dirigées de manière a former, 
avec le demi-axe des x positives, les angles 

a, a , a , . . .; 
avec le demi-axe des y positives, les angles 

p, ?', ?\ ...; 
enfin avec le demi-axe des z positives, les angles 

y, /, /, .... 

Les projections algébriques de la force P sur les axes seront 

Pcosa, Pcos|3, Pcosy; 

tandis que les projections algébriques de son moment linéaire se trou- 
veront représentées, si Ton place le centre des moments à l'origine des 
coordonnées, par les trois produits 

P ( V cosy — z cos|3), P {z cosa — x cosy), P (j? cos,3 — v cos a), 
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et, si l'on place le centre des moments au point qui a pour coordon- 
nées ^0» v«, 5o, par les trois suivants : 

P [(y — Jo) cosy — {z—zo) cos^], 
P[(w — Zq) cosa — {jr — vro)cos-/], 
P[(j- — jTo) cos^ — (,v —j'o) cosa]. 

On peut remarquer d'ailleurs que, pour obtenir ces trois derniers pro- 
duits, il suffît d'ajouter respectivement aux trois premiers les quantités 

P(^)'ocosy — Jocos^), P{zq cosa — .rocosy), P {-Tq cos^ — Vocosa) 

prises en signes contraires, c'est-a-dire, en d'autres termes, les projec- 
tions algébriques sur les axes coordonnés du moment linéaire d'une 
force égale et parallèle à P, mais dirigée en sens contraire, et appliquée 
au point (^0» Vo»2o)» ce moment linéaire étant calculé pour le cas où 
l'on place le centre des moments à l'origine des coordonnées. De cette 
remarque on déduit immédiatement la proposition suivante : 

5/, en plaçant le centre des moments à V origine des coordonnées, on 
construit : \^ le moment linéaire de la force P; 2° /p moment linéaitv 
d'une force égale et parallèle, mais dirigée en sens contraire, et appliquée 
au point [x^yy^, z^), le moment linéaire résultant, transporté parallèlement 
à lui-même, de manière que son origine coïncide avec le point (^o> Vo» ^o)» 
représentera, en grandeur et en direction, le moment linéaire de la force P 
par rapport à ce même point. 

Nous dirons, avec M. Poinsot, que deux forces forment un couple, 
lorsqu'elles seront égales et parallèles, mais dirigées en sens contraires 
suivant deux droites différentes; et le moment de ce couple ou son 
moment linéaire sera ce que devient le moment ou le moment linéaire 
de l'une des forces, quand on prend le point d'application de l'autre 
pour centre des moments. Cela posé, le moment du couple sera évi- 
demment égal au produit de l'une des forces par leur distance mutuelle, 
c'est-à-dire, en d'autres termes, à la surface du parallélogramme con- 
struit sur les deux forces ; et le plan du moment du couple sera préci- 
sément le plan de ce parallélogramme, ou, si l'on veut, celui qui 



Digitized by 



Google 



DE PLUSIEURS FORCES, ETC. loi 

renferme les deux forces données. De plus, le moment linéaire du 
couple élevé par le point d'application de Tune des forces se comptera 
sur le demi-axe perpendiculaire au plan du couple, et autour duquel 
l'autre force tend à produire un mouvement de rotation de droite à 
gauche. Enfin, comme, dans la proposition ci-dessus établie, les points 
d'application des deux forces P et l'origine des coordonnées peuvent 
être des points quelconques de l'espace, il est clair que cette proposi- 
tion se réduira simplement à celle que je vais énoncer : 

Théorème I. — Lorsque deux forces forment un couple, le moment 
linéaire résultant, pour le système de ces deux forces, est égal et parallèle 
au moment du couple et dirigé dans le même sens, quel que soit le point de 
V espace que Vpn prenne pour centre des moments. 

Revenons maintenant au système des forces P, P', P", . . . appliquées 
à différents points de l'espace. Soient respectivement 

X, Y, Z, 

L, M, N 

les sommes des projections algébriques de ces mêmes forces, et celles 
des projections algébriques de leurs moments linéaires, dans le cas où 
l'on place le centre des moments à l'origine des coordonnées. On aura 

. X= Pcosa -f- P'cosa'H-. . ., L — P ( r cosy — j cos|3) -h. . ., 

(i) ' Y i=PcosP -f-P'cos(3' +. . ., M =:P(^ cosa — .rcosy) -f-. . ., 

( Z n=Pcos*/ H- P'cosy' H-. . ; N = P(j?cos|3 — vcosa) H- 

Cela posé, si, par un point quelconque, on mène des forces P, P', P', ... 
égales et parallèles aux forces données, leur résultante, que je dési- 
gnerai par R, aura pour valeur 



(2) R = v/X='-hV*-hZS 

et formera, avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles a, 
h, c déterminés par les équations 

X Y Z 

(3) C0Sa=iT7 > C0S^=::7r> COSC=|^- 

i\ ïx 11 
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De plus, si, en prenant le point dont il s'agît pour centre des moments, 
on construit les moments linéaires des forces données, on pourra 
composer ces moments entre eux de manière à obtenir en définitive un 
moment linéaire résultant. Soit K ce dernier moment, et désignons 
par /, m^ n les angles que forme sa direction avec les demi-axes des 
coordonnées positives. Si le point pris pour centre des moments se 
confond avec Torigine des coordonnées, on aura évidemment 



(4) K = v'L*-HM*-hNS 

, L M N 

puisque les projections algébriques du moment linéaire résultant de- 
vront être respectivement égales aux sommes des projections algé- 
briques de tous les autres. Si le même poiat, supposé distinct de 
l'origine, avait pour coordonnées 

J^O' Vo> ^01 

il faudrait, d'après ce qui a été dit ci-dessus, lui appliquer des forces 
égales et parallèles aux forces P, P', P", . . . , mais dirigées en sens con- 
traires. En joignant ces nouvelles forces au système des forces données, 
et composant les uns avec les autres les moments linéaires de toutes 
les forces pris par rapport à l'origine, on formerait un moment linéaire 
résultant égal et parallèle à celui que Ton cherche, et dirigé dans le 
même sens. Or, les nouvelles forces étant égales et parallèles aux forces 
données, mais dirigées en sens contraires, leur résultante serait égale 
et directement opposée à la force R. Par suite, les sommes des projec- 
tions algébriques de leurs moments linéaires seraient respectivement 
égales aux projections algébriques du moment linéaire de la force R 
prises en sens contraires, c'est-à-dire, à 

R (^0 cos b — Vo cos c) = ^0 Y — jo^> 
R (jTo cosc — 5o cos a) =z x^Z — ^oX, 
R(yocosa — j:'(,cos^) = VjX — x^\^ 

Donc, si à ces trois dernières expressions on ajoute les quantités L, 
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M, N, on aura pour sommes les projections algébriques du moment 
linéaire représenté par K. Donc, en plaçant le centre des moments au 
point qui a pour coordonnées ^otjo» ^o» ^^ trouvera 

[ Kcos/ — L — joZ -H-oY, 

((3) « Kcosm=iM — ^0 X H-'^o^ï 

( Keos/i =N — XqY -h VoX. 

On aurait pu obtenir immédiatement les seconds membres de ces der- 
nières équations en exprimant, au moyen des quantités X, Y, Z, L, M, 
N, les sommes des projections algébriques des moments linéaires des 
forces P, P', P'',. . . par rapport au point qui a pour coordonnées o^o^jo» 
::«, c'est-à-dire, en d'autres termes, les trois polynômes 

P[0 -ro)cosy~(.^~^o)cos(3]4-P'[Cr'-/o)cosy'-(5'-5o)cos!3']4-..., 
P [( 5 — >:;o) cosa — {.v—ûTq) cosy ] -h P'[( ^'— -î?o) cos a'— (a:' — a?o) cos y'] -+-..., 
P[(j: — Xo) cos[3 ~ (r— Vo) cos a] -h P'[(j?'— .ro)cosP' — (j'' — 7o)cosa']4-.... 

On tire d'ailleurs des équations (G) 



(7) K=:v^(L-VoZ-H-oY)'-f-(M-x;oX-hXoZr--h(N-^oY-HroX)-, 



L-^VoZ + ^oY 



( 8 ) / cos m = 



K 

M — :joX-+-XoZ 
—K ' 



f COSn — ^ ^L^—. 

Pour plus de commodité, la résultante R, à laquelle se réduit le sys- 
tème des forces P, P', P', . . . lorsque toutes ces forces sont transportées 
parallèlement à elles-mêmes et appliquées à un même point, sera nom- 
mée désormais h force principale du système. Le moment linéaire K 
résultant de la composition des moments linéaires des forces données 
sera de même appelé moment linéaire principal. Cela posé, il est clair 
que la direction et l'intensité du moment linéaire principal dépendront 
de la position du centre des moments, tandis que la direction et l'in- 

Œuvres de C. — S. H, t. VI. 20 
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tenslté de la force principale seront indépendantes de son point d'ap- 
plication. De plus, quand on aura construit le moment linéaire prin- 
cipal relatif à l'origine des coordonnées, il suffira de le composer avec 
le moment linéaire de la force principale appliquée au point dont les 
coordonnées sonta^^, Vo, 5^, en sens contraire de sa direction naturelle, 
puis de transporter à ce dernier point l'origine du moment linéaire 
résultant, pour obtenir le moment linéaire principal relatif a ce même 
point. On en conclura facilement que la projection du moment linéaire 
principal sur la direction de la force principale est une quantité constante, 
indépendante de la position du centre des moments. Au reste, cette pro- 
position, que je dois à M. Coriolis, peut encore être démontrée de la 
manière suivante. 

Pour déterminer la projection du moment linéaire principal sur la 
direction de la force principale, il suffit de multiplier le moment lui- 
même par le cosinus de l'angle compris entre sa direction et celle de la 
force, et de prendre la valeur numérique du produit. Or le cosinus 
de l'angle compris entre les deux directions est équivalent k la somme 

cosacos/4- cosôcosm 4- cosccosw, 

laquelle, en vertu des équations (3) et (8), se réduit a la fraction 

LX + MY -f^ NZ 

Donc, la projection cherchée sera équivalente à la valeur numérique 
de cette fraction multipliée par K, c'est-à-dire à 

^ LX -h MY -h NX 
- K 

Cette dernière expression, ainsi que l'on s'y attendait, ne dépend point 
des coordonnées du centre des moments, mais seulement des six quan- 
tités 

X, Y, Z, L, M, N 

qui conservent les mêmes valeurs, quelle que soit la position de ce 
centre. 
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La projection du moment linéaire principal sur la direction de la 
force principale, étant une quantité invariable, représente la plus petite 
valeur que puisse admettre ce moment linéaire, ou, en d'autres ternies, 
son minimum. Pour obtenir ce minimum, il faut évidemment placer le 
centre des moments dans une position telle que la direction du moment 
linéaire principal devienne parallèle à celle de la force principale. Cette 
condition sera remplie si l'on a 

cos/ __ cosm _ cos/i 
cosa ~~ cos 6 ~ cosc' 

OU, ce qui revient au même, 

L-.yoZ4-^oY __ M-:;oX-4-j:oZ __ N - j^pY-f-roX 
X "" Y "^ Z 

Par conséquent, si l'on nomme 

les coordonnées d'un point qui, pris pour centre des moments, rem- 
plisse la condition énoncée, on aura 

L-YiZ + ÇY M-;X-hgZ _ N~|Y + YiXLX-hMYH-NZ 
^^^ X "" Y "^ Z ~ R« 

Cette dernière formule équivaut aux trois équations 

, „ ^^, XLX^-MY^-NZ 
L — TiZH- ÎY = j^ g j 

Y LX + MY -H NZ 
Il R 

Z L X -t- MY -h NZ 
R R 



(10) / M-CX-4- |Z = 

N-|Y-hr,X = 



Comme ces trois équations sont du premier degré relativement aux 
coordonnées $, y), ÎI, et que la troisième équation se déduit immédiate- 
ment des deux autres, il est clair qu'elles appartiennent à une droite, 
sur laquelle il suffira de placer le centre des moments pour que le 
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moment linéaire principal devienne un minimum. Cette droite sera 

désignée désormais sous le nom iVaxe principaL 

Lorsque le système des forces données se réduit à une seule, les six 

quantités 

X, Y, Z, L, M, N 

appartiennent à cette force unique et représentent les projections 
algébriques de cette force sur les axes et celles de son moment 
linéaire par rapport à l'origine. Dans la même hypothèse, on a néces- 
sairement 

LX + MY -h NZ = o, 

et par suite les équations (lo) se réduisent aux suivantes 

(11) Zn-YÇ = L, XC-Z| = M. Y^-Xy3 = N, 

c'est-à-dire, aux équations de la droite suivant laquelle agit la force 
donnée. Donc alors l'axe principal se confond avec cette droite. 

Lorsque le système des forces données se réduit à deux forces l\ 
F, on a 

X = P cosa -h P' cosa', Y = P cos;3 -+■ P' cos;3', Z = P cosy -+-.P' cos*/'. 

Alors la force principale est la résultante des forces P, P' transportées 
parallèlement à elles-mêmes et appliquées à un même point, tandis 
que le moment linéaire principal est la diagonale du parallélogramme 
construit sur les moments linéaires des deux forces données. Dans la 
même hypothèse, la force principale s'évanouit lorsque les deux forces 
P, P' forment un couple, auquel cas on a nécessairement 

/ X^O, Y:=0, Z=:0, 

(12) ' P'=P, 

( cosa' = — cosa, cos|3'=:— cos,3, cosy' — — cosy. 

Dans ce cas particulier, les projections algébriques du moment linéaire 
principal deviennent indépendantes de la position du centre des mo- 
ments; par suite, le moment linéaire principal conserve toujours la 
même valeur et n'admet plus de minimum, en sorte que Taxe princi- 
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pal disparaît entièrement. La valeur constante du moment linéaire 
principal est alors équivalente au moment linéaire du couple, c'est- 
à-dire, au moment linéaire de l'une des forces, quand on place le centre 
des moments sur la direction de l'autre force, ainsi que nous l'avons 
déjà expliqué. On arriverait aux mêmes conclusions en observant que, 
dans le cas présent, les projections algébriques du moment linéaire 
principal se réduisent, en vertu des formules (12), à 

L =z P[(j -/) cosy - (^ - ^') cos,6)], 
M = P[(-5 —z')cosc/. — (j: — j:')cosj/)], 
N =zP[(x — .r')cos(3 — (7 — y)cosa)], 

c'est-à-dire, aux projections algébriques du moment linéaire de la 
force P, dans le cas où l'on prend pour centre des moments le point 
d'application de la force P'. 

Si, pour le système des forces P, P', la force principale et le mo- 
ment linéaire principal s'évanouissaient en même temps, on en con- 
clurait que ces deux forces sont égales et agissent suivant une même 
droite, mais en sens contraires. 

En général, quel que soit le nombre des forces P, P', P'', .. . , lorsque 
X, Y, Z s'évanouissent, la grandeur et la direction du moment linéaire 
principal deviennent indépendantes de la position du centre des mo- 
ments ; par suite, si, la force principale étant nulle, le moment linéaire 
principal se réduit à zéro pour une certaine position du centre des mo- 
ments, il s'évanouira également pour toutes les autres. 

Considérons, pour fixer les idées, un système composé seulement 
de trois forces P, P', P". Si, pour ce système, les six quantités 

X, Y, Z, L, M, N 

s'évanouissent, non seulement la force principale s'évanouira, mais il 
en sera de même du moment linéaire principal, quel que soit le centre 
des moments. Cela posé, concevons que l'on fasse coïncider le centre 
des moments avec le point d'application de la force P'". Dans ce cas, le 
moment linéaire de la force P" étant nul, ceux des deux autres forces 
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devront être égaux et dirigés suivant une même droite, mais en sens 
contraires, afin que le moment résultant se réduise à zéro; par suite, 
les directions des forces P' et P" devront être comprises dans un plan 
unique mené perpendiculairement à la droite dont il s'agit par le point 
d'application de la force P". Ce plan unique, renfermant les points 
d'application des trois forces P, P', P", sera nécessairement le plan du 
triangle formé avec ces trois points; et, comme au point d'application 
de la force P" on peut substituer à volonté celui de la force P, ou celui 
de la force P', on déduira évidemment des remarques que nous venons 
de faire la proposition suivante : 

Théorème IL — Si, pour le système des trois forces P, P', P", les sia- 

f/uantités 

X, Y, Z, L, M, N 

s'éi^anouissent, chacune des trois forces sera comprise dans le plan du 
triangle qui renfenne les trois points d'application. 
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DANS LA 



RECHERCHE DES ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 



SYSTÈME INVARIABLE ENTIÈREMENT LIBRE DANS L'ESPACE. 



Cherchons d'abord les conditions d'équilibre des deux points maté- 
riels A, A', sollicités au mouvement par deux forces P, P', et liés 
entre eux par une droite invariable AA'. Si l'équilibre subsiste entre 
les forces appliquées aux extrémités de cette droite, on ne le troublera 
pas, en fixant l'une de ces extrémités, par exemple, le point A'. Dans 
cette supposition, le point A, restant seul mobile, ne pourra décrire 
que la surface d'une sphère; et la force P, pour le maintenir en équi- 
libre, devra être normale à cette surface, par conséquent dirigée sui- 
vant le rayon AA' ou suivant son prolongement. On prouverait de 
même, en fixant le point A, que la force P' doit encore être dirigée 
suivant le rayon AA' prolongé dans un sens ou dans un autre. Conce- 
vons maintenant que, les forces P, P' agissant l'une et l'autre suivant 
la droite qui joint leurs points d'application, on rende à ces deux 
points leur mobilité primitive. Pour que l'équilibre continue de sub- 
sister, il sera évidemment nécessaire que la droite soit tirée à ses extré- 
mités par les deux forces dans deux sens opposés, et autant dans un 
sens que dans l'autre. Par suite, les deux forces devront être égales et 
dirigées en sens contraires. Réciproquement, si les deux forces P, P', 
appliquées aux extrémités de la droite invariable AA', sont égales 
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entre elles et agissent suivant cette droite, mais en sens opposés, il y 
aura évidemment équilibre. 

Lorsque deux forces sont égales et agissent suivant une même droite 
en sens contraires, leurs moments linéaires sont nécessairement égaux 
et directement opposés. En conséquence, pour le système composé de 
ces deux forces, le moment linéaire principal s'évanouit aussi bien 
que la force principale. Réciproquement, si, pour un système composé 
de deux forces P, P', la force principale et le moment linéaire princi- 
pal s'évanouissent, on pourra en conclure que ces deux forces sont 
égales et agissent en sens contraires suivant la droite qui joint leurs 
points d'application. Donc alors, si cette droite est invariable, elles se 
feront équilibre. 

Pour traduire en analyse les conditions d'équilibre que nous venons 
de trouver, désignons par 

les coordonnées des points A, A', et par 

a, ?, y; «', P', y' 

les angles que forment les directions des forces P, P' avec les demi- 
axes des coordonnées positives. Enfin soient respectivement 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algébriques des deux forces sur les axes 
des X, y, z, et les sommes des projections algébriques sur les mêmes 
axes de leurs moments linéaires, dans le cas où l'on place le centre 
des moments h l'origine des coordonnées. La force principale étant 

représentée par 

V'XTTVM^, 

et le moment linéaire principal par 



vX«H-M*-hNS 
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il sera nécessaire, et il suffira pour l'équilibre que Ton ait à la fois 

( X»-t-Y*+Z«=o, 

ou, ce qui revient au même, 

(2) l 

( L = o, M ~ o, N = o. 

Si, dans ces dernières équations, on remet pour X, Y, Z, L, M, N leurs 
valeurs respectives, on trouvera 

(3)' Pcosa-hP'cosa'=o, Pcos(3h-P'cos^'=o, P cosy -h P'cosy'=:o; 
[ P(jcosy —z cos;3) -h P' (/' cos/ — 5' cosj3') =0, 

(4) < P(^ cosa — arcosy)-HP'(5' cosa' — a:'cosy') =0, 
( P (a?cosj3— jcos«) -H P'(.a;'cosP'-— y cosa')=^o. 

En vertu des équations (3), les équations {\) deviennent 

l P[(7— 7')cosy — (s — 5')cosP] = o, 

(5) ( P[(z — z')coS(x —{a: — a;')cosy]^=zo, 
\ P[(.r--a7')cos;3 — (k— y)cosa] = o, 

et peuvent être remplacées par les deux équations comprises dans la 
formule 

Pcosa Pcosô Pcosv 

En conséquence, les six équations d'équilibre que nous avons d'abord 
trouvées se réduisent à cinq, savoir : les équations (3) et celles que 
comprend la formule (6). Les équations (3) expriment que les forces 
P, P' sont égales et agissent en sens opposés, suivant la même droite, 
ou suivant des droites parallèles. La formule (6) exprime que la force P 
agit suivant la droite qui joint les points d'application des deux forces. 
Ajoutons que les équations (5) et la formule (G) peuvent être rempla-, 
cées par une seule formule, savoir : 

Pcosa __ Pcos{3 Pcosy ^ P'cosa' _ P'cos|3' __ P'cosy' 

' QEuvresdeC.S.Uyi.yi. 21 
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En vertu de ce qui précède, une force P, appliquée au point A et 
agissant suivant la droite AA', fera équilibre à une seconde force P' = P 
appliquée à un autre point A' de la même droite et dirigée suivant 
celte droite, mais en sens contraire, poijrvu que l'on suppose les deux 
points liés invariablement entre eux. Cet équilibre subsisterait encore, 
si Ton transportait le point d'application de la force P de A en A', 
sans changer la direction de cette force, puisque alors on aurait au 
point A' deux forces égales et directement opposées. Le point A' 
pouvant d'ailleurs être choisi arbitrairement sur la direction de la 
force P, nous devons conclure qu'une force dirigée suivant une droite, 
dont tous les points sont supposés liés invariablement les uns aux 
autres, produit toujours le même effet, en quelque point de cette 
droite qu'on la suppose appliquée. C'est ce qu'on peut encore exprimer 
en disant que deux forces appliquées aux extrémités d'une droite in- 
variable, et agissant suivant cette droite dans le même sens, sont 
équivalentes. 

11 est essentiel d'observer qu'en transportant le point d'application 
d'une force partout où l'on voudra sur la direction de cette force, on ne 
changera jamais ni ses projections algébriques, ni celles de son mo- 
ment linéaire. 

Si, la droite AA' demeurant toujours invariable, l'extrémité A do 
cette droite était soumise à l'action de plusieurs forces P, Q, ..., et 
l'extrémité A' à l'action de plusieurs autres forces P', Q', . . . , il 
serait nécessaire et il suffirait pour l'équilibre que la résultante des 
forces P, Q, . . . fût égale à la résultante des forces P', Q', . . . , et que 
ces deux résultantes fussent dirigées suivant la même droite AA', mais 
en sens contraires. Par suite, il serait nécessaire et il suffirait que, 
pour le système de toutes les forces données, la force principale et le 
moment linéaire principal se trouvassent réduits à zéro. Si l'on dé- 
signe toujours par 

X, Y, Z; 

L, M, N 
les sommes des projections algébriques des forces données sur les axes. 
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et celles de leurs moments linéaires, les deux conditions qu'on vient 
d'énoncer seront encore exprimées par les deux équations 



(0 






auxquelles on peut substituer les suivantes : 

X = o, Y=io, Z = o; 



( L = o, M == o, N = o. 

Il semble donc, au premier abord, qu'il y ait, dans le cas présent, six 
équations d'équilibre. Mais on prouvera sans peine, comme on l'a déjà 
fait dans un cas semblable, que la sixième équation se déduit des cinq 
autres. 

Cherchons maintenant les conditions d'équilibre d'un triangle inva- 
riable, c'est-à-dire, de trois points A, A', A" liés par trois droites 
invariables et soumis à l'action de trois forces données P, P', P". Si 
l'équilibre subsiste, il ne sera pas troublé lorsqu'on fixera deux 
sommets du triangle, par exemple les points A, A'. Dans cette sup- 
position, le point A, restant seul mobile, ne pourra décrire qu'un 
cercle dont le plan sera perpendiculaire à celui du triangle, et dont le 
centre se trouvera situé sur la droite AA'. De plus, la force P", devant 
maintenir le point A" en équilibre sur la circonférence du cercle, 
sera nécessairement perpendiculaire à la tangente au cercle menée 
par le point A", et par conséquent comprise dans le plan du triangle 
donné. On arriverait encore à la même conclusion en observant que, 
si la force P" n'était pas comprise dans le plan du triangle, elle ferait 
tourner le plan autour de l'axe AA' devenu fixe en vertu de l'hypothèse 
admise. Cela posé, on pourra construire un parallélogramme qui ait 
pour diagonale la force P", et dont les côtés coïncident en direction 
avec les droites A"A, A'' A' ou avec leurs prolongements. Par suite on 
pourra décomposer la force P'' appliquée au sonimet A'' en deux autres 
qui agissent suivant les côtés adjacents. Soient Q, Q' les deux compo- 
santes dont il s'agit. Il sera permis de transporter la force Q agissant 
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suivant le côté A" A du point A" au point A, et la force Q' agissant 
suivant le côté A" A' du point A" au point A'. On obtiendra par ce 
moyen, au lieu de trois forces P, P', P" appliquées aux trois sommets 
d'un triangle invariable, quatre forces P, Q, P', Q' appliquées aux deux 
extrémités d'une droite invariable, et qui devront encore se faire équi- 
libre. Donc, pour le système des quatre dernières forces, la force prin- 
cipale et le moment linéaire principal devront s'évanouir. D'ailleurs, 
la décomposition de la force P" en deux autres, et le transport de ces 
deux composantes ne peuvent changer en aucune manière ni la force 
principale ni le moment linéaire principal du système des trois forces 
P, P', P". Donc aussi, lorsque le triangle invariable est en équilibre, 
celte force principale et ce moment linéaire principal s'évanouissent. 

Cela posé, si l'on appelle 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algébriques des forces P, P', P", et celles 
des projections algébriques de leurs moments linéaires, on aura, dans 
le cas d'équilibre, 



(0 


\J\} -+- Y' + Z« = o, V L- + M' H- N« 


et, par suite, 




(^) 


( X = o, Y = o, Z = o ; 

' L =: 0, M = o, N =: <), 



Réciproquement on peut affirmer que le triangle invariable sera en 
équilibre, toutes les fois que les équations (2) seront satisfaites, c'est- 
k-dire, en d'autres termes, toutes les fois que, pour le ^système des 
trois forces appliquées aux trois sommets du triangle, la force princi- 
pale et le moment linéaire principal se réduiront à zéro. En effet, dans 
cotte hypothèse, les directions des trois forces seront, ainsi qu'on l'a 
précédemment démontré (p.i58), comprises dans le plan du triangle. 
Par suite, on pourra décomposer la force P" en deux autres dirigées 
vers les points A, A' et transporter ces dernières composantes de 
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manière à les appliquer aux points dont il s'agit. On substituera par ce 
moyen au système des trois forces données un système de quatre forces 
appliquées aux deux extrémités A, A' d'une droite invariable; et, 
comme la force principale et le moment linéaire principal ne change- 
ront pas de valeurs dans le passage du premier système au second, 
ces deux quantités seront encore nulles pour le nouveau système, d'où 
l'on peut conclure qu'il y aura équilibre. 

Si, le triangle A A' A" restant invariable, chacun de ses sommets était 
soumis à l'action de plusieurs forces, on pourrait remplacer les diffé- 
rentes forces appliquées à chaque sommet par une résultante unique. 
Cela posé, comme le système des trois résultantes ainsi obtenues aurait 
la même force principale et le même moment linéaire principal que le 
système des forces données, on trouverait toujours que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour l'équilibre se réduisent à l'évanouisse- 
ment de cette force principale et de ce moment linéaire principal ou, 
ce qui revient au même, à l'évanouissement des six quantités que l'on 
obtient en ajoutant : i^ les projections algébriques des forces données; 
2"" les projections algébriques de leurs moments linéaires. 

Dans les deux cas que nous venons de considérer, et qui sont rela- 
tifs à l'équilibre du triangle invariable, la sixième équation d'équilibre 
ne se déduit plus des cinq autres, comme il arrive quand on considère 
l'équilibre d'une droite invariable. 

Soient maintenant A, A', A", ... des points liés invariablement les 
uns aux autres, et en tel nombre que l'on voudra. Ces points forme- 
ront ce qu'on appelle un système iwariable. Cela posé, cherchons les 
conditions d'équilibre de plusieurs forces 

P, P', P% . 

respectivement appliquées a ces mêmes points; et désignons encore 

par 

X, Y, Z, L, M, N 

les sommes des projections algébriques de ces forces et de leurs mo- 
ments linéaires, le centre des moments étant toujours placé a l'origine 
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des coordonnées. Si Ton suppose d*abord que le plan mené par les 
trois points A, A', A'\ ... ne renferme aucun des autres points donnés, 
chacune des forces P**, P"^, . . . pourra être remplacée par trois compo- 
santes respectivement dirigées suivant trois arêtes d'une pyramide 
qui aurait pour base le triangle AÂ'A'', et le point d'application de 
chacune de ces composantes pourra être transporté à l'un des trois 
sommets du triangle dont il s'agit. Quand, à l'aide de ces deux espèces 
d'opérations, on aura substitué au système des forces données celui de 
plusieurs forces appliquées aux trois sommets d'un triangle invariable, 
il sera nécessaire, et il suffira, pour l'équilibre, que la force principale 
et le moment principal relatifs au nouveau système s'évanouissent. 
Or, cette force principale et ce moment linéaire principal se trouvent 
représentés pour le premier système par les deux quantités 



v/X*-hY«-^ZS v/l-»4-M*-i-N«; 

et comme, en passant du premier système au second, on ne change ni 

les sommes des projections algébriques des forces, c'est-à-dire, les 

quantités 

X, Y, Z, 

ni les sommes des projections algébriques de leurs moments linéaires, 

c'est-k-dire les quantités 

L, M, N, 

il est clair que les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre 
seront exprimées par les deux formules 



(I) v^X«-+-Y*-hZ»=z::o, V^L«H-M'-4-N*iziO, 

auxquelles on peut substituer les six équations 

X=::0, Y=0, Z=:0; 



( L =0, M =: O, N=:0. 

Si l'une des forces P'", P'"", . . . avait son point d'application situé dans 
le plan du triangle AA'A", il arriverait de deux choses l'une : ou celte 
force se trouverait elle-même comprise dans le plan du triangle, et 
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alors elle pourrait être remplacée par deux composantes appliquées à 
deux sommets de ce triangle, par exemple, aux points A, Â ; ou elle 
serait dirigée suivant une droite qui couperait le plan, et pourrait 
alors être appliquée à un nouveau point de cette droite que Ton sup- 
poserait invariablement lié avec tous les points du système. Ce nou- 
veau point étant situé hors du plan du triangle, toute difficulté dispa- 
raîtrait. Dans Tun et l'autre cas, on parviendra évidemment aux 
conclusions que nous avons précédemment obtenues. On arriverait 
aussi au même résultat en substituant au triangle AA'A'' un triangle 
quelconque dont les trois sommets seraient liés invariablement au 
système des points donnés. Donc, en définitive, pour que des forces 
quelconques appliquées aux différents points d'un système invariable 
se fassent équilibre, il est nécessaire et il suffit que la force principale 
et le moment linéaire principal s'évanouissent, ou, en d'autres termes, 
que les sommes des projections algébriques des forces données et des 
projections algébriques de leurs moments linéaires se réduisent à 
zéro. Lorsque le système des forces données ne satisfait pas aux condi- 
tions d'équilibre, on peut à ce premier système de forces en joindre un 
autre choisi de manière que l'équilibre se trouve rétabli. Soient, dans 

cette hypothèse, 

Xi, Yi, Zi, L,, M|, N, 

ce que deviennent les quantités 

X, Y, Z, L, M, N 
lorsqu'on passe du premier système au second. On aura nécessairement 



(8) 



(X4-X,:rio, Y-hY,=.o, Z-4-Zi=o; 

( L H- L| == o, M H- M| = o, N -h Nj = o 



ou, ce qui revient au même, 

( X| = — X, Y| =^ — Y, Zi =r — Z; 

(L, =-L, M, = -M, N,=^~N. 

Réciproquement, si les équations qui précèdent subsistent, la réunion 
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des deux systèmes produira l'équilibre. Donc, pour que deux systèmes 
de forces appliqués à des points liés invariablement les uns aux autres 
se fassent mutuellement équilibre, il est nécessaire et il suffit que. 
dans le passage du premier système au second, les sommes des projec- 
tions algébriques des forces et des projections algébriques de leurs 
moments linéaires conservent les mêmes valeurs numériques, mais 
changent de signes. 
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SUR QUELQUES FORMULES 



RELATIVES A LA OETERUINATION 



DU RÉSIDU INTÉGRAL D'UNE FONCTION DONNÉE. 



Soil/(5) une fonction donnée de ia variable z. Si le produit 

(0 V(^) 

s'évanouit pour des valeurs infinies, réelles ou imaginaires de cette 
variable, on aura {voir p. i^|i) 

Si, au contraire, le produit (i) se réduit, pour des valeurs infinies de z, 
à la constante ^, on trouvera 

Or, si l'on pose 5 = -» le produit (i) se changera dans le rapport 

/G) 

(1) —^> 

et la constante désignée par cf coïncidera évidemment avec la valeur de 
ce rapport correspondante a // = o, ou, ce qui revient au même, avec 
le résidu de la fonction 



(•>) 
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relatif à une valeur nulle de {/. On aura donc 






et la formule (3) pourra être remplacée par la suivante : 



.M. 



Or celte dernière ne doit pas être restreinte au cas où le produit zf[z) 
conserve une valeur finie pour des valeurs infinies de z\ mais elle sub- 
siste généralement lorsque le résidu de la fonction (5), correspondant 
à une valeur nulle de u, se réduit a une constante déterminée. C'est 
ce que nous allons faire voir. 

Si l'on suppose le signe ^ relatif à la variable s^ on aura, en vertu 
des principes établis à la page 33, 

U représentant une fonction de u qui conservera une valeur finie 
pour w = o; puis, en développant l'expression 



, Ai) 



et désignant par m le nombre des racines de l'équation 

(8) -^7-0 

Ai) 

qui se réduisent à zéro, on trouvera 
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Si, de plus, on remet pour u sa valeur - et si l'on pose 

(10) liu^'—xs{z) ou \} = Z''XS{Z), 

on tirera de l'équation (9), multipliée par a^, 

A'-') A'A >-A-] 

Si maintenant on prend le résidu intégral de chacun des membres de 
la formule (11) par rapport à z, et si l'on a égard aux équations 

S((î)) = '' ^((')) = o, ^((^)) = o, ..., ^((^-)) = o, 



on trouvera 






D'ailleurs, puisque la fonction U conserve une valeur finie, quand on 
suppose w == o, la même supposition fera nécessairement évanouir le 

produit 

\] u-=zm{z). 

On aura donc 

(i3) ^{{m{z))) = o; 

et, par conséquent, l'équation (12) entraînera la suivante 



.-.M 



qui ne diflere pas de la formule (6). On pourrait encore établir la 
même formule à l'aide des raisonnements que nous allons indiquer. 
Si l'on remplace immédiatement, dans la formule (7), u par ^y et 
si l'on a égard à l'équation 

' I I s 

5(1 — zs) Z 1 — zs 
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on trouvera 

De plus, on reconnaîtra facilement que Texpression 

. KO 



(i6) 



i^{{s)){i-zsy 



considérée comme fonction de la variable s, donne pour résidu intégral 
relatif k cette variable une quantité nulle. En effet, ce dernier résidti 
ne pourrait différer de zéro que dans le cas où, en désignant par ^ une 
valeur finie de z et par 5 = e, 5 = ^ -i- e' des valeurs de s et de c, infi- 
niment rapprochées, l'une de zéro, l'autre de !^, on obtiendrait, pour 
le développement de la fonction 

suivant les puissances ascendantes de t et de s', une série de termes 
dont l'un serait réciproquement proportionnel au produit êe'. Or il est 
clair que le développement dont il s'agit ne renfermera point de termn 
(le cette espèce. Cela posé, si l'on prend le résidu intégral, relatif à z. 
de chacun des deux membres de la formule (i5), on retrouvera évi- 
demment l'équation (i4) ou, ce qui revient au même, la formule (6). 
Concevons à présent que, dans la formule (6), on substitue a la fonc- 
tion /(s) le rapport 

Z — JC 

On en tirera 
et, par suite, 

((/(^))) . p Av 



(•■) f^-)=L'^^^ 



*^{{Z)){1-ZX) 
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Telle est l'équation que Ton devra substituer à la formule (Sg) de la 
page 143, si la fonction /(:;) devient infinie en même temps que la 
variable z. 

Lorsque /{x) est une fonction entière de .r, le résidu intégral 

p ((/(^))) 

s'évanouit, attendu que/(:?) conserve une valeur finie pour une valeur 
finie quelconque de la variable 5, et l'équation (17) se réduit à 



i^{{z))ii-zx) 

Il est facile de vérifier cette dernière formule. En effet, supposons 

(19) fi-^) = «^''"-h bx"^-^-\- ex"»-* -H. . .H- A\r -{- /, 

r^ b, c, ..., ^, /désignant des coefficients constants, et m un nombre» 
entier. En vertu de ce qui a été dit (p. 24-25), le second membre de la 
formule (18) ne sera autre chose que le terme indépendant de la quan- 
tité infiniment petite ê, dans le développement du produit 



I — £X \£"* £'"-* £'"-* £ /^ 



4-£*a-*-h...) 



en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette même 
quantité. Or le terme dont il s'agit est évidemment égal au poly- 
nôme (19). 

Concevons à présent que/(.r) représente une fonction rationnelle de 
la variable .r, en sorte que Ton ait 

/ X /•/ X f('^) 

f(a:) et F(a7) désignant deux fonctions entières de la même vîiriabb». 
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Si le degré de ({x) est inférieur à celui de F(.r), le résidu 



..^(i) 



(aa) 

s'évanouira, et la formule (17), réduite à 

suffira, comme on Ta dit (p. 35), pour la décomposition de la fraction 
rationnelle/(a:) en fractions simples. Au contraire, si le degré de ({x) 
surpasse le degré de F (a-), la fonction 

F(x) 

se trouvera décomposée par Féquation (i 7) en deux parties dont Tuno, 
savoir 

représentera la somme des fractions simples dont l'addition fournit le 
reste de la division de f(^) par F (a:), tandis que l'autre partie, c'esl- 
a-dire, l'expression (22), représentera le quotient de cette mémo 
division. 
Supposons, pour fixer les idées, 

(25) /(x) '"^•''' 



X-h JT"* 



On tirera de l'équation (17) 



On trouvera d'ailleurs 

P 14- -3^ I 



L((z-^-z'))ix-z 



{{z-^-z^))(x-z) <^((^^5_^— ,)(^.Hv/~i)))^-^ 



^ X — \J— I X -h y/- 
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et 



<^(H-5«).((^«))(>-^-) 

Par conséquent la formule ( a6) donnera 

I -H vF* I I I 



(27) 



X -i- X" X 



X — V' — ■ ' «2^ 4- V — * 



ce qui est exact. 

Concevons enfin que la fonction/(a?) devienne transcendante. Alors, 
pour que la formule (17) subsiste, il sera nécessaire que l'expression (22) 
se réduise à une constante déterminée. C'est ce qui arrivera, par 
exemple, si Ton suppose 

(28) /(^)==col-^. 

Dans ce cas particulier, on trouvera 

I 

^ x — z ~~ <^ , 



x-z)Ucos^-\\ 



II II II 

TU- I 4^* I <)7:* I 

X X '' ''• — ô— 

7: 27: 37: 

II II II 



71* I 47c* I qt:* I 

X-h - X-^ ^ X-^^r- 

T: 27U ÔT. 



ou, ce qui revient au même, 

^ x — z \7i'x'-- 1 ^n^x'—i 971* ^'^—i / 

et de plus, en désignant par & un nombre infiniment petit, 



col 5 



ll-ZJ,)^C'(l3))(l-Z.t 



. / £COU \ 
\l — £J?/_ 



d 

_ £COi£ _ 

de (l— £J7)- (l — £J?)COS*Ê ~ 
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Par suite, la formule (17) donnera 

{'A()) col- = J7— 2x( — — ^ h -7—Z—I ' r-i h. . . ). 

On trouvera encore de même 



sin 



sin v"7r(7r 4- i) 1 

V7:(7r-hij a'^r.{a^—x') 



sin \ 2 71(271 



-I- 



v/27r(27:-hi) a'-+-27r(a-— x*) 

I 



sin v^37r(37r-}- i) 



(3o) 



Slll 



' — a .r I 

— r — — H \-aa: { 



v'3Tr(3Tr-hr) «'-H37u(fl»~ .r-) 



.r' — «' 



sin V 7^(7: — I) I 

771(71-1) <"?'^7rr«*-.r=) 

sinv/27r(27r — i) i 



v/27:(27r — I) a*— 27r(rt* — ^•*) 



sin v/37r(37r — i) 



s/37r(37r-i) a*' — '^ r. (a- ^ a;' ) 



Les deux équations qui précèdent suffisent pour montrer le parti que 
Ton peut tirer de la formule (17). Nous ajouterons que, si, dans Té- 
quation (29), on remplace x par -> on se trouvera précisément ramené 
h la formule (62) de la page 144. 
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SUR UN 



THÉORÈME RELATIF AU CONTACT DES COURBES 



Lorsque deux courbes se touchent en un point donné P, et que 
Ton marque sur ces courbes, prolongées dans le même sens, deux 
points Q, R, situés k des distances égales et infiniment petites du 
point de contact, ces distances sontles deux côtés d'un triangle isoscèle ; 
et, comme chacune d'elles forme avec la tangente aux deux courbes 
un angle très petit, on peut affirmer que la base du triangle isoscële est 
sensiblement perpendiculaii^e à ces mêmes courbes. On ne devra plus 
en dire autant si le rapport entre les cordes ou distances PQ, PR, sup- 
posées infiniment petites, n'était pas rigoureusement égal à l'unité, 
mais en différait très peu ; et* dans ce dernier cas, on pourrait seulement 
assurer que la distance QR forme avec chacune des cordes PQ, PR un 
angle sensible. Ainsi, quoique le rapport entre ces cordes se rapproche 
beaucoup de l'unité, quand les deux arcs deviennent rigoureusement 
égaux, on pourrait douter que, dans cette hypothèse, la distance QR 
fût sensiblement normale aux deux courbes données. C'est néanmoins 
ce que l'on peut facilement démontrer à Taide des considérations sui- 
vantes. 

Supposons que les longueurs égales portées sur la première et la 
seconde courbe, à partir du point de contact, aboutissent, d'une part, 
au point (a?, j, z), de l'autre, au point (^, r,, ^). Soient, de plus, s et ; 
les arcs renfermés : i** entre un point fixe de la première courbe et le 
point {oo,y, z); 2*^ entre un point fixe de la seconde courbe et le point 
(ç,7),C). Tandis que les coordonnées x, y, z; Ç, t), Ç varieront simulta- 
nément, la différence 

s— ç 

OEuvres de C. — S. U, l. VI. 23 



Digitized by 



Google 



178 THÉORÈME RELATIF AU CONTACT DES COURBES. 

restera invariable, et l'on aura en conséquence ç = 5 -h const., 

(i) dqz=ds. 

Soient d'ailleurs a, ^, y les angles que forme, avec les demi-axes des 
coordonnées positives, la tangente commune aux deux courbes, pro- 
longée dans le même sens que les arcs ^ et ;; » la longueur de la droite 
menée du point (;,Tr;,^) au point (.r,y, z); enfin >., [i, v les angles que 
forme cette droite avec les demi-axes des coordonnées positives. On 
aura sensiblement 



(2) 


dx dt 
ds dç 


dv dn 
^ ds di 


dz d^ 


(3) 
(4) 


cosX= i 

8 


Yî — V 
C0S|JL=: ^> 


-OS 

COSV=: ; 



et Ton tirera des formules (2) réunies à l'équation (i) 

dx^ -h dy- -h dz*=zdl^ -+- d-n^ -+- di^ 
ou, ce qui revient au même, 

(5) (dx -h d^) {dx — c^) -h {dy -h dn) {df — dn)-h {dz 4- dZ) {dz - dZ) =^ o. 

Or les équations (2) donneront 

dx-hdi dv-^df] dz-^-d^ j , j ^ 

(6) ~ =: -' ^— = =zds-hdç=: 2ds. 

cosa cosp cosy 

De plus, en faisant converger h vers la limite zéro, dans la formule (3) 
de Vadduion placée à la suite des Leçons sur le Calcul infinitésimal, 
on en conclut que, dans le voisinage d'une valeur particulière de x, qui 
fait évanouir deux fonctions données, le rapport entre ces fonctions diffère 
très peu du rapport entre leurs dérivées, et par conséquent du rapport entre 
leurs différentielles, quand même ces différentielles et ces dérivées séva- 
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nouiraient à leur tour pour la valeur particulière dont ils agit. En appli- 
quant ce principe aux seconds membres des formules (4), on recon- 
naîtra que les quantités cosX, cosjx, cosv peuvent être déterminées 
approximativement par les formules 

, , ^ dx — dl dv —dr\ dz — d^ 

(7) cosXz.—^^, cos^=.-._^_, cosv^z-^— . 

On aura donc à très peu près 

.Q. dx^dl dy — dn dz -— d^ , 

(8) ^:=z- z= —d\i, 

cosA cosfx cosv 

Cette dernière équation sera d'autant plus exacte que les points (.^, j, s) 
et (ç,7), C) se trouveront plus rapprochés du point de contact des deux 
courbes. Si maintenant on remplace, dans la formule (5), les sommes 

dx -h d^, dy -^ dn, dz -^ d^ 

par les quantités cosa, cos^, cosy, qui sont entre elles dans les mêmes 
rapports, et les différences 

dx — di, dy — df\y dz — dX^ 

par des quantités proportionnelles à ces différences, savoir, cosX, cosfx 
cosv, on trouvera définitivement 

(g) cosa cosX -\- cos (3 cosfx -+- cosy cosv = o. 

Or la formule (9) exprime que la droite menée du point [x.y^z) au 
point (E, Y), *C) est sensiblement perpendiculaire à la tangente commune 
aux deux courbes ou, ce qui revient au même, sensiblement parallèle» 
au plan normal. On peut donc énoncer le théorème suivant, qui est fort 
utile dans la théorie des contacts des courbes : 

Théorème I. — Étant données deux courbes qui se touchent, si, à partir 
du point de contact, on porte sur ces courbes, prolongées dans le même 
sens, des longueurs égales, mais très petites, la droite qui joindra les extrè- 
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mités de ces longueurs sera sensiblement perpendiculaire à la tangente 
commune aux deux courbes. 

Lorsque, dans ce théorème, on remplace la seconde courbe par une 
droite tangente à la première, il se transforme en un autre dont voici 
l'énoncé : 

Théorème H. — 5/, à partir d* un point donné sur une courbe, on porte 
sur cette courbe et sur sa tangente, prolongées dans le même sens, des Ion- 
gueurs égales et très petites, la droite qui joindra les extrémités de ces lon- 
gueurs sera sensiblement perpendiculaire à la tangente ou, ce qui revient 
au même, sensiblement parallèle au plan normal. 

Concevons, pour fixer les idées, que Ton désigne par i chacune des 
longueurs égales portées sur la courbe et sur sa tangente à partir du 
point donné. Les angles formés avec les demi-axes des coordonnées 
positives par la droite qui joindra les extrémités de ces deux longueurs 
seront des fonctions de i\ et, si Ton fait converger / vers la limite zéro, 
CCS angles convergeront en général vers certaines limites et s'appro- 
cheront indéfiniment de ceux qui déterminent la direction d'une cer- 
taine normale avec laquelle la droite dont il s'agit tendra de plus en 
plus à se confondre. Cette normale, qui mérite d'être remarquée, est 
celle que nous appellerons normale principale. Pour en fixer la direc- 
tion, il suffirait de recourir aux formules (7) et au principe énoncé à 
la page 178. On peut aussi arriver très facilement au même but par 
la méthode que nous allons indiquer. 

Désignons par x, y, z les coordonnées du point de la courbe qui 
coïncide, non plus avec l'extrémité, mais avec l'origine de la lon- 
gueur i, c'est-à-dire, les coordonnées du point par lequel on mène une 
tangente à la courbe. Soit toujours s l'arc compté sur la courbe entre 
le point (^, V, z) et un point fixe placé de manière que la longueur i 
serve de prolongement à l'arc s. Soient encore a, p, y les angles que 
forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, la tangente au 
point [x, y, z) prolongée dans le même sens que l'arc s. Si l'on prend 
cet arc pour variable indépendante, l'extrémité de la longueur i, portée 
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sur la courbe, aura évidemment pour coordonnées trois expressions de 
la forme 

/ X \ ,dY iUd-Y A 

.dz i'/'d'z ,A 

ds ~^2[dF-^^)' 



z -+- l 



I, J, K devant s'évanouir avec i; tandis que l'extrémité d'une autre 
longueur égale à /, portée sur la tangente et comptée dans le même 
sens que la première, aura pour coordonnées 

.dx 

X -h l COS a =: OT -H t -7- , 

ds 

(II) y jH_/cos?=r-He--^, 

f ,dz 

Cela posé, si l'on nomme » la distance comprise entre les extrémités 
des deux longueurs, et 1, [x, v les angles formés avec les demi-axes des 
coordonnées positives par la droite qui, partant de l'extrémité de la 
seconde longueur, se dirige vers l'extrémité de la première, on, aura 
évidemment 

, ., . i'^ (dKv A i^ (d'Y A i^ [d'^z ^\ 

et, par suite, 

COSX COS'l cosv 



(»'») 



d^x I "^^ ~ d'-z 

ds^ "^ ds^ "^ ds^ 



v/(r-')*-(S-T-(è-'<y 
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Si maintenant on fait converger i vers la limite zéro, les valeurs numé- 
riques de I, J, K décroîtront indéfiniment, et, en passant aux limites, 
on tirera de la formule (i/;) 



(i5) 



COSX _ COS|Jt COSV I 



Les angles X, |jl, v déterminés par cette dernière formule sont ceux qui 
se trouvent compris entre la normale principale, prolongée dans un 
certain sens, et les demi-axes des coordonnées positives. La même for- 
mule devrait être remplacée par la suivante 

, ^, COSX COSU COSV I 



d^œ d\y d*z ^^d'x)--^ {d^yy-^ (d^zy 

si la normale principale avait été prolongée en sens contraire. Ajou- 
tons que les équations (i5) et (i6) sont renfermées Tune et l'autre 
dans la seule équation 

(17) 



cosX 
d*x 


__ cosfi 
d^y 


=z 


COSV 
d'-z 






ent 












y 


cos^ = 


dy 
ds 


> 


cosy = 


dz 



D'ailleurs, on a évidemment 

/os ^^ 

(i8) eos« = -^ 

et Ton en conclut, en prenant toujours Tare s pour variable indépen- 
dante, que la formule (17) peut être réduite à 

COSX COSJUL COSV 

^ dcosix ~" dcos^ dcosy 

Si Ton cessait de prendre l'arc s pour variable indépendante, la for- 
mule (17) deviendrait inexacte. Mais la formule (19) existerait tou- 
jours : et, en substituant dans celle-ci, à la place de cosa, cosp, cosv, 
leurs valeurs tirées des formules (18), on trouverait 

, , COSX COSUL COSV 

(20) ^— 



<^) "{tViÈ) 
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Nous observerons, en finissant, que la normale principale est toujours 
celle sur laquelle se compte le rayon de courbure de la courbe pro- 
posée. Dans le cas où cette courbe devient plane, la normale principale 
reste comprise dans le plan de la courbe. 
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SUR LES DIVERS ORDRES 



DE 



QIANTITÉS INFINIMENT PETITES. 



Dans quelques-unes des questions qui se rattachent au Calcul infi- 
nitésimal, et particulièrement dans les questions relatives au contact 
des courbes et des surfaces, il peut être utile de considérer, non seu- 
lement des quantités infiniment petites du premier, du second, du 
troisième ordre, etc., mais encore des infiniment petits dont les ordres 
soient représentés par des nombres fractionnaires ou même irration- 
nels. La seule difficulté qu'on éprouve alors est de se former une idée 
précise de Tordre d'une quantité infiniment petite. Toutefois cette dif- 
ficulté disparaîtra si l'on définit l'ordre dont il s'agit comme nous 
allons le faire. 

Désignons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; par i 
une quantité infiniment petite; et par r un nombre variable. Dans le 
système de quantités infiniment petites dont i sera la base, une fonction 
de i représentée par /(i) sera un infiniment petit de Yordre a, si la 
limite du rapport 

(.) ^ 

est nulle pour toutes les valeurs de rplus petites que a, et infinie pour 
toutes les valeurs de rplus grandes que a. 

Cette définition admise, si l'on désigne par n le nombre entier égal 
ou immédiatement supérieur à l'ordre a de la quantité infiniment 
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petite /(i). le rapport 

sera le premier terme de la progression géométrique 

(2) /(O, -7-, -^. -^-, ... 

qui cessera d'être une quantité infiniment petite; d'où l'on conclut, en 
raisonnant comme dans l'addition placée à la suite des Leçons sur h 
Calcul infinitésimal, que/f"^(/) sera la première des fonctions 

(3) /(o, /(o, /'(o, r(o, ... • 

qui cessera de s'évanouir avec i. 
Quant au rapport 

que l'on déduit de l'expression (i) en posant /*= «, il peut avoir une 
limite finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 

i-eS J^, t^en(i) 

sont trois quantités infiniment petites de l'ordre a, et les quotients 
qu'on obtient en les divisant par t**, savoir 



e', i^. e'm. 



ont pour limites respectives 



I 

I, o et -• 
o 



Cela posé, on établira sans peine les propriétés des quantités infi- 
niment petites et, en particulier, les différents théorèmes que nous 
allons énoncer : 

Théorème I. — Si, dans un système quelconque, on considère deux 
quantités infiniment petites d'ordres différents ^pendant que ces deux quan- 

OEwres de C. — S. U, t. VI. 24 
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tilés s'approcheront indéfiniment de zéro^ celle gui sera d'un ordre puis 
élevé /inira par obtenir constamment la plus petite valeur numérique. 

Démonstration. — Concevons que, dans le système dont la base est i, 

on désigne par l=/{i) et par J = V{i) deux quantités infiniment 

petites, la première de l'ordre a, la seconde de Tordre b; et supposons 

a<Cb, Si Ton attribue au nombre variable rune valeur comprise entre 

a et 6, les deux rapports 

1 J 

auront pour limites respectives, le premier -, le second zéro, et, par 
suite, le quotient de ces rapports ou la fraction 

J 
l 

aura une limite nulle. Donc la valeur numérique du numérateur J 
décroîtra beaucoup plus rapidement que celle du dénominateur I, et 
cette dernière finira par devenir constamment supérieure à l'autre. 

Thkorème II. — Soient a^ b, c, . , . les nombres qui ùidiquent^ dans un 
système déterminé, les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, et a 
le plus petit de ces nombres. La somme des quantités dont il s* agit sera un 
irfiniment petit de i ordre a. 

Démonstration. — Soit toujours i la base du système adopté. Soient 

de plus I, J, ... les quantités données, la première de l'ordre a, la 

seconde de l'ordre 6, etc. Le rapport de la somme I -h J -h . . . à la 

quantité I, savoir 

J 

aura pour limite l'unité, attendu que les termes y '- auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 

J \ I i_hJ4.... 



(,.{....)! = 
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aura la même limite que le rapport 



cl, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
qu'on suppose r<^a ou r^a, on pourra en dire autant du rapport 

ï + J-f- ... 

ir 



Donc I -H J -t- . . . sera une quantité infiniment petite de Tordre a. 

Corollaire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d'établir 
le théorème I montrent évidemment que, pour de 1res petites valeurs 
numériques de la base i, la somme de plusieurs quantités infiniment 
petites, rangées de manière que leurs ordres forment une suite crois- 
sante, est positive ou négative, suivant que son premier terme est lui- 
même positif ou négatif. 

Théorème III. — Dans un sys terne quelconque y le produit de deux quan- 
tités infiniment petites, dont les ordres sont désignés par a et par è, est une 
autre quantité infiniment petite de i ordre a -^ b. 

Démonstration. — Soient toujours i la base du système que l'on 
considère, et I, J les quantités données, la première de l'ordre a, la 
seconde de l'ordre b. Les rapports 



7^' 



auront des limites nulles, toutes les fois que l'on supposera r<û, 
.v< b; des limites infinies, toutes les fois que l'on supposera r>rt, 
^> b\ et Ton pourra en dire autant du produit 



I J _ IJ 



Il en résulte évidemment que le rapport 

IJ 
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aura une limite nulle pour r-f-^<a^-i, et une limite infinie pour 
/•-t-5>a4-6. Donc le produit IJ sera une quantité infiniment petite 
(le Tordre a-h b. 

Nota. — Si l'un des facteurs se réduisait à une quantité finie, le 
produit serait évidemment du même ordre que l'autre facteur. 

Corollaire. — Dans un système quelconque, le produit de plusieurs 
quantités infiniment petites dont les ordres sont désignés par a, 6, 
r, ... est une autre quantité infiniment petite de l'ordre a-t-64-c-i-.... 

Théorème IV. — 5/ trois quantités infiniment petites sont telles que^ la 
première étant prise pour base, la seconde soit de l'ordre a, et que, la 
seconde étant prise pour base, la troisième soit de l'ordre 6, celle-ci, dans 
le système qui a pour base la première ^ sera d'un ordre équivalent au pro- 
duit ab. 

Démonstration. — Soient e, I et J les trois quantités données, en 

sorte que les deux rapports 

1 j 

aient des limites nulles quand on suppose à la fois r< a, s<^b^ et des 
limites infinies quand on suppose à la fois r^a, s^b. Il est clair que 
le produit 






aura une limite nulle pour ry<a6, une limite infinie pour ry]>a6; et, 
par suite, que, si l'on prend i pour base, J sera une quantité infiniment 
petite de l'ordre ab. 

Corollaire I. — Le rapport entre les ordres de deux quantités infi- 
niment petites J et I reste le même, quelle que soit la base du système 
que l'on adopte, et ce rapport est équivalent au nombre 6, qui indique 
l'ordre de la première quantité quand on prend pour base la seconde. 
Donc, si, après avoir déterminé pour une certaine base les ordres de 
plusieurs quantités infiniment petites, on vient à changer de base, les 
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nombres qui indiquent ces divers ordres croîtront ou décroîtront tous 
à la fois dans un rapport donné. 

Corollaire II. — Si l'on suppose, dans le théorème IV, que la quan- 
tité J se réduise à la quantité i, on aura évidemment ab = \, b = - - 
Donc, si, dans le système dont la base est i, la quantité I est un infi- 
niment petit de Tordre a, i sera de l'ordre - dans le système qui aura 

pour base la quantité I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considéré comme 
fonction de t, est un infiniment petit du premier ordre, on peut en dire 
autant de «considéré comme fonction de I. 

Le second corollaire, réuni au premier, entraîne évidemment le sui- 
vant : 

Corollaire III. — Si deux quantités infiniment petites sont telles que, • 
Tune étant prise pour base, l'autre soit du premier ordre, le nombre 
qui exprimera Tordre d'une quantité quelconque restera le même dans 
les deux systèmes qui auront pour base les deux quantités données. . 

On parvient encore assez facilement à démontrer, ainsi que nous 
l'avons fait à la page 170 des Leçons sur le Calcul infinitésimal, un 
théorème qui peut être employé avec succès dans la théorie des inté- 
grales singulières des équations différentielles, et que nous allons rap- 
peler ici. 

Théorème V. — Si Von désigne par i et par f[i) deux quantités infi- 
niment petites^ zéro sera la valeur unique ou l'une des valeurs que recevra 
le produit 

(5) -^^ 

lorsqu on y fera évanouir la quantité i. 

Nous ajouterons que, si la fonction /(e). dans le système de quan- 
tités infiniment petites dont i représente la base, est un infiniment petit 
de Tordre a, le nombre a sera ordinairement la valeur unique ou du 
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moins l'une des valeurs que recevra le produit de i par la fraction (5) 
renversée, c'est-à-dire le rapport 

ifii) _. dAf{i) 

h)rs([u'on y fera évanouir la quantité i. C'est ce qui arrivera, en par- 
ticulier, si Ton prend pour/(«) Tune des fonctions 

/''é?', ^, tM(i), /M](0, /'sin^, .... 

Toutefois il existe des fonctions auxquelles cette remarque n'est pas 
applicable. On peut citer, comme exemple, la fonction imaginaire 

/■'^f cos- -+- v^— I sin-r j 
Vax ellet, si l'on pose 

(7) f{i) — /'* (cos- -h v^^^ sin-TJ — l'^e' * , 

/(/) sera infiniment petit de l'ordre a, et l'on trouvera 

^ 7(0 ^^ 

Or il est clair que cette dernière expression acquerra une valeur infinie 
pour une valeur nulle de la quantité i. ^ 
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DE 



DEUX SYSTÈMES DE FORCES 



APPLIQCKES 



A DES POINTS LIÉS INVARIABLEMENT LES UNS AUX AUTIIES. 



On dit en Mécanique que deux systèmes de forces, dont les points 
d'application se trouvent assujettis à des liaisons quelconques, sont 
équivalents^ lorsqu'un troisième système, choisi de manière à fairo 
équilibre au premier, fait en même temps équilibre au second. Cela 
posé, si les points d'application ont été liés invariablement les uns aux 
autres, il est clair que, dans le passage du premier système au troi- 
sième, ou du second au troisième, les six quantités ci-dessus repré- 
sentées (pages i5i et suivantes) par 

X, Y, Z, L, M, N 

devront conserver les mêmes valeurs numériques, mais changer de 
signe. Par conséquent, dans le passage du premier système au second, 
elles conserveront les mêmes valeurs numériques et les mêmes signes. 
Ainsi, pour que deux systèmes de forces appliquées à des points liés 
par des droites invariables soient équivalents, il est nécessaire et il 
suffit que de part et d'autre les projections algébriques des forces et de 
leurs moments linéaires fournissent les mêmes sommes, ce qui revient 
à dire que ces deux systèmes doivent avoir la même force principale 
et le même moment linéaire principal. 

Concevons maintenant que, pour un système de forces appliquées à 
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des points liés invariablement les uns aux autres, on connaisse les six 

quantités 

X, Y, Z, L, M, N. 

Pour que ce système soit réductible k une force unique ou, en d'au- 
tres termes, pour qu'on puisse le remplacer par une force équivalente, 
il sera nécessaire et il suffira que les six quantités données soient pro- 
pres à représenter les projections algébriques d'une seule force et de 
son moment linéaire. Par suite, il sera nécessaire et il suffira que l'on 
ait en même temps 

(0 X«-+-Y--f-Z*>o, 

i'i) * LX-hMY-hNZizio. 

Ces conditions étant supposées remplies, la force équivalente au sys- 
ti*me donné sera ce qu'on nomme sa résultante, et cette résultante ne 
sera autre chose que la force principale appliquée à l'un des points de 
la droite dont les coordonnées $, y], X, vérifient les trois équations 

/ YiZ -C Y:=L, 
(3) CX-çZ::=M, 

( ; Y~r,X=.N. 

Si l'on avait à la fois 
(1) X = o, Y=zo, ZzzLO, 

l'équation (2) serait toujours vérifiée. Mais la formule (i) se trouverait 
remplacée par la suivante : 

(5) x«-4-Y*-hZ« = o. 

Dans ce cas, le système donné sera évidemment réductible à deux 
forces égales et parallèles, mais dirigées en sens contraires, de ma- 
nière à former un couple. En effet, pour obtenir un couple équivalent 
au système dont il s'agit, il suffira de choisir ce couple de telle sorte 
que son moment linéaire ait pour projections algébriques sur les axes 

les trois quantités 

L, M, N. 
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Pour y. parvenir, on tracera un demi-axe qui forme avec ceux des 
coordonnées positives des angles dont les cosinus soient respective- 
ment 

L M N 



V/L« -H M* + iV v^L* + M* 4- N« S/'L'- -h W + N- ' 

on mènera par un point quelconque de l'espace un plan perpendicu- 
laire à ce demi-axe, et par deux points pris arbitrairement dans ce 
plan deux parallèles quelconques; enfin on divisera le radical 



V/U+M- 4- N* 

par la distance des deux parallèles, puis on portera sur elles, dans 
des sens opposés, deux forces égales représentées par le quotient et 
dirigées de manière que chacune tende a faire tourner le plan de 
droite à gauche, soit autour du demi-axe primitivement construit, soit 
autour d'un demi-axe parallèle dont l'origine coïnciderait avec le 
point d'application de l'autre force. 11 résulte de ces observations 
qu'après avoir obtenu un couple équivalent au système donné, on 
pourra, sans changer l'effet de ce couple relativement à l'équilibre, 
transporter son plan parallèlement à lui-même partout où l'on vou- 
dra, et faire varier arbiti^airement, dans ce plan, non seulement les 
points d'application des deux forces, mais encore les droites suivant 
lesquelles elles agissent. Ces droites étant supposées connues, on en 
déduira immédiatement l'intensité de chaque force. Il est bien entendu 
que les points d'application des deux forces du couple sont censés liés 
invariablement l'un à l'autre et à tous les points que Ton considère. 

Si, pour le système de forces donné, l'équation (2) cessait d'être 
vérifiée, on pourrait substituer à ce système la réunion de deux autres 
qui donneraient, pour les sommes des projections algébriques des 
forces et de leurs moments linéaires, le premier les six quantités 

X, Y, Z, o, o, o, 

et le second les six quantités 

o, o, o, L, M, N. 

Œuvres de C. — S. If, t. VI. 25 
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Le premier des deux nouveaux systèmes pourrait être remplacé par la 
force principale appliquée à l'origine des coordonnées, et le second 
par un couple. Par suite, cette force et ce couple réunis seraient équi- 
valents au système donné. De plus, il serait permis de faire passer le 
plan du couple par l'origine et même d'appliquer à cette origine une 
des forces du couple, en la supposant dirigée suivant une droite quel- 
conque. Ajoutons que l'origine des coordonnées peut être transportée 
en un point quelconque de l'espace, d'où il suit que le système donné, 
quelles que soient les valeurs de X, Y, Z, L, M, N, pourra toujours 
être remplacé par la force principale appliquée à un point quelconque 
de l'espace et par un couple. On arriverait aux mêmes conclusions en 
considérant ce système comme formé par la réunion de deux autres, 
pour lesquels les sommes des projections algébriques des forces et do 
leurs moments linéaires seraient respectivement de la forme 

o, o, o, L— joZ-f-^oY, M — Zq\ -h jcq?., N~.roY-hjo^- 

Le couple qui, joint à la force principale, peut remplacer un système 
donné, est ce que nous nommerons le couple principal de ce système. 
D'après ce qu'on vient de dire, ce couple principal dépend du point 
•d'application de la force principale, et son moment linéaire est égal et 
parallèle au moment linéaire principal, quand on prend le point dont 
il s'agit pour centre des moments. 

Comme, dans le cas où l'on applique au même point la force princi- 
pale et une force du couple principal, rien n'empêche de composer 
ensuite ces deux forces entre elles, il est clair qu'on pourra, si l'on 
veut, substituer au système donné, au lieu d'une force et d'un couple, 
un système composé de deux forces seulement. 

Nous terminerons cet article en faisant observer que l'équation (2) 
est satisfaite dans deux cas dignes de remarque, savoir : i" quand les 
forces données sont parallèles à une même droite, par exemple à l'axe 
des 5, puisqu'on a, dans cette hypothèse, X = o, Y — o, N = o; 
3*" quand elles sont comprises dans un même plan, par exemple dans 
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le plan des x, y, puisqu'on a, dans ce cas, L = o, M = o, Z = o. On 

en conclut que, dans l'une et l'autre hypothèses, le système donné peut 

être réduit, soit a une force unique, soit à un couple de deux forces 

parallèles à l'axe des z, ou comprises dans le plan des x, y. Ajoutons 

que, les quantités 

X, Y, Z, L, M, N 

ayant des valeurs quelconques, on pourra toujours décomposer le sys- 
tème qui leur correspond en deux autres tellement choisis, que ces 
mêmes quantités deviennent respectivement, pour le premier système, 

o, o, z, L, M, o 

et, pour le second, 

X, Y, o, o, o, N; 

par conséquent en deux systèmes, dont l'un renferme seulement des 
forces" parallèles à l'axe des s, et l'autre des forces comprises dans le 
plan des x, y. 
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USAGE DES MOMENTS LINÉAIRES 



DANS LA 



RECHERCHE DES ÉQUATIONS D'ÉiJUILIBRE 



SYSTÈME INVARIABLE ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 



Dans rârticle précédent, nous avons fait voir qu'un système de forces, 
appliquées a des points liés invariablement les uns aux autres, pou- 
vait toujours être remplacé par la force principale, appliquée à un 
point quelconque de l'espace, et par un couple; qu'en outre, il était 
permis de supposer Tune des forces du couple appliquée au même 
point que la force principale et dirigée suivant une droite quelconque 
menée arbitrairement par ce point. En partant de ces principes, on 
trouve facilement les conditions d'équilibre d'un système invariable, 
retenu par un ou deux points fixes. 

Concevons d'abord que le système invariable soit retenu par un point 

fixe, et prenons ce point fixe pour origine des coordonnées. Soient, à 

l'ordinaire, 

X, y, Z, L, M, N 

les sommes des projections algébriques des forces données, et des pro- 
jections algébriques de leurs moments linéaires, l'origine étant prise 
pour centre des moments. Le système de ces mêmes forces pourra être 
remplacé par la force principale 



appliquée à l'origine, et par un couple de deux forces Q, qui agiront 
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en sens contraire, suivant deux droites parallèles séparées l'une de 
l'autre par la distance D, l'intensité Q de chaque force étant liée a la 
distance D par l'équation 



(a) QD=zv^'-*-^M«-hiN«. 

Ajoutons qu'il sera permis d'appliquer la première force du couple, 
aussi bien que la force R, au point fixe pris pour origine des coordon- 
nées. Alors ces deux forces se trouveront immédiatement détruites par 
la résistance du point fixe, et la seconde force du couple pourra seule 
produire un mouvement de rotation autour de ce point. Pour que toute 
espèce de tendance à un semblable mouvement disparaisse ou, en 
d'autres termes, pour que l'équilibre subsiste, il sera nécessaire et il 
suffira que la seconde force du couple s'évanouisse ou passe par l'ori- 
gine, c'est-à-dire que l'un des facteurs Q ou D du produit QD s'éva- 
nouisse. Par suite, il sera nécessaire et il suffira que ce produit lui- 
même se réduise à zéro, ce qui donnera l'équation 

à laquelle on pourra substituer les trois suivantes : 

(3) L=:o, M=:o, N rr O. 

En conséquence, des six équations d'équilibre qui se rapportent à un 
système invariable libre dans l'espace, les trois dernières subsistent 
seules, lorsque ce système est assujetti à tourner autour d'un point 
fixe et que ce point fixe est pris pour origine des coordonnées. Ces 
trois dernières équations expriment que, pour le système des forces 
données, le moment linéaire principal relatif à l'origine s'évanouit. 

Si le système des forces données était composé simplement de 
deux forces P, P', son moment linéaire principal ne pourrait être nul 
qu'autant que les moments linéaires des deux forces seraient égaux et 
directement opposés ou, ce qui revient au même, qu'autant que les 
deux forces seraient comprises dans un même plan passant par l'ori- 
gine et auraient dans ce plan des moments égaux. On arriverait aux 
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mêmes conclusions, .en partant des équations (3) qui, dans le cas pré- 
sent, prendraient la forme 

Vp cos>L -+- P'p'cosV ~ o, 

Pp COSfA ~h P'p'C0Slx'=: o, 

Pp cosv -f- P'p'cos"/ = o. 

L'équilibre que nous considérons ici est évidemment celui d'un levier 
coudé, qui a pour point d'appui l'origine des coordonnées, et pour 
bras les droites invariables menées de cette origine aux points d'appli- 
cation des forces P, P'. Les deux forces, devant avoir des moments 
égaux dans le cas d'équilibre, seront alors en -raison inverse des per- 
pendiculaires abaissées de l'origine sur leurs directions. Si le levier 
est droit et que les deux forces soient parallèles, on pourra substituer 
à la raison inverse des perpendiculaires la raison inverse des deux bras 
de levier. 

Passons maintenant à l'équilibre d'un système invariable autour de 
deux points fixes ou, ce qui revient au même, autour d'un axe fixe; et 
prenons cet axe pour axe des z. En conservant les mêmes notations 
queci'dessus, on pourra toujours remplacer le système des forces don- 
nées par la force principale 

R = /X-TYM^» 

appliquée à l'origine et par deux forces Q formant un couple dont le 
moment QD sera déterminé par l'équation 



L'origine se trouvant située sur l'axe fixe et par suite étant elle-même 
fixe, si on lui applique, ce qui est permis, la première force du couple 
aussi bien que la force R, la seconde force du couple pourra seule pro- 
duire un mouvement de rotation du système invariable autour de l'axe 
fixe. Pour que ce mouvement devienne impossible, il sera nécessaire 
et il suffira que la seconde force du couple agisse suivant une droite 
qui coupe l'axe des z ou, en d'aulres termes, que le plan du couple 
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passe par Taxe des :;. Cette condition sera remplie si le moment linéaire 
du couple est perpendiculaire à Taxe des g, auquel cas sa projection 
algébrique sur cet axe, c'est-à-dire la quantité N, devra se réduire à 
zéro. Donc, pour le système invariable assujetti à tourner autour de 
l'axe des z, une seule équation d'équilibre subsiste, savoir, l'équation 

(i) N = o. 

On prouverait de même que l'équation 

exprime la condition unique d'équilibre dans le cas où l'on fixe l'axt» 

des y, et l'équation 

L = o 

dans le cas où l'on fixe l'axe des a\ 

Si le système invariable pouvait, non seulement tcyirner autour de 
l'axe des 2, mais encore glisser parallèlement k cet axe, il faudrait h 
l'équation d'équilibre 

(4) N = o 

joindre la suivante : 

(5) Z = o. 

En effet, les forces du couple pouvant être censées agir suivant deux 
droites parallèles entre elles, mais perpendiculaires à l'axe, pour 
qu'il n'y eût pas, dans l'hypothèse admise, de mouvement dans le 
sens de l'axe, il serait nécessaire et il suffirait que la force pHnci- 
pale R devînt elle-même perpendiculaire à Taxe. Or cette condition 
se trouve exprimée par la formule (5). 

Si plusieurs points du système invariable étaient assujettis à de- 
meurer dans un plan fixe donné de position, par exemple dans le 
plan des x, j, on décomposerait le système de forces qui correspond 

aux six quantités 

X, Y, Z, L, M, N 
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en deux autres tellement choisis, que ces six quantités devinssent 

respectivement 

o, o, Z, L, M, o 

pour le premier, et 

X, Y, o, o, o, N 

pour le second. Le premier des nouveaux systèmes de forces serait 
réductible, ou à une force unique parallèle à Taxe des 5, ou à un 
couple de deux forces qui, se trouvant comprises dans un plan paral- 
lèle à l'axe, pourraient être censées dirigées dans ce plan suivant 
deux droites parallèles à ce même axe; et, comme, dans l'hypothèse 
admise, les forces .parallèles à l'axe des z ou perpendiculaires au plan 
des x.y ne sauraient produire aucun effet, il est clair que les forces du 
second système seraient les seules qui pussent Iroubler l'équilibre. 
Or ce second système peut évidemment se réduire, soit à une force 
unique comprise dans le plan des o?, j, soit à un couple de deux forces 
renfermées dans ce même plan, à moins que les trois quantités 

X, Y, N 
ne s'évanouissent, c'est-à-dire, à moins que l'on n'ait à la fois 

(()) \ = o, Y 1=0, N = o. 

Si ces trois équations ne sont pas vérifiées, la force ou le couple équi- 
valent au second système tendra certainement à produire un mou- 
vement de translation ou de rotation des points situés dans le plan 
des Xf r, et l'équilibre ne pourra subsister. Au contraire, si les con- 
ditions (6) sont remplies, les forces comprises dans le plan des x, j- 
pourront être remplacées par une résultante nulle, d'où il suit qu'elles 
se feront mutuellement équilibre; par conséquent, dans l'hypothèse 
admise, les conditions d'équilibre se réduisent aux équations (6). 

11 est bon de remarquer que l'espèce d'équilibre dont nous venons 
de nous occuper en ce moment comprend, comme cas particulier, 
l'équilibre de plusieurs forces situées dans le plan des x, y, et appli- 
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quées dans ce plan à un système de points invariable, que Ton sup- 
pose entièrement libre. 

De même, l'équilibre d'un système invariable assujetti à tourner 
autour de l'axe des z comprend, comme cas particulier, l'équilibre de 
plusieurs forces situées dans le plan des jt, j, et appliquées dans ce 
plan à un système invariable de points, assujetti à tourner autour de 
l'origine. 

Il suffit, au reste, de comparer cet article et l'article précédent au 
Chapitre II de la Statique de M. Poinsot pour reconnaître l'analogie et 
la liaison qui existent entre la théorie des moments linéaires et la 
théorie des couples. 



Œuvres de C. — S. Il, l. VI. ?-<> 
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THÉORÈME D'ANALYSE. 



Extrait du Bulletin de la Société philonxathique. 



Théorème. — Soient 

(i) f(j?) = k{x — a) {x — b) (.r — c). . . = Ara^^'-t- /a:"»-^ -h. . ,-\-px-\-q 

el 

(2) F(.r) — K(x — A) (J7 — B) (a? — C) . . . = Kx" 4- L^"-» -+-. . . -h P^ -i- Q 

r/(?wa: polynômes enx, le premier du degré m, le second du degré n ; soit 
d'ailleurs R une quantité constante. On pourra toujours former deux autres 
polynômes w, v, le premier du degré n — \ , le second du degré m — i , et 
qui seront propres à vérifier V équation 

Démonstration. — En vertu de la formule d'interpolation de Lagrange, 
la somme des produits de la forme 

(.r - h) (X - c) . .^ {x--\) (.r_^B) (x~ C)^. _ .. r -a '_^ 
i^a - b) (a - c). , .'(a - X) (a -U) (a - ~C), . , "~ î'{a)¥(a) ' 

et des produits de la forme 

Ç(x)l^ 
|. (x- a ) {X - b){x j^c )^. {x — \\ ) (_f -_Ç) . . . _ R ^x-\ 

( A - «) ( A -b) (A — c). . .(A - B) ( A'— C"). .: "~ i\X) ¥\a) ' 
sera équivalente à R. Par conséquent, on vérifiera l'équation (3] en 
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prenant 

[ F(ar) F(.T) F(.r) "1 

X — A .r — M X — C I 

f(A)F'(A) '^ f(îï)F'(B] "^ f(C)F^(C) "^^ • ' J 

et 

[ f(-r) f(.r) f(.r) "l 

X — a .r — b X — c I 

rrom^ """ \'Kb)fW) ^ F(c)r(c) ■^- • • J • 

Donc, etc. 

iVbm. — Si Ton voulait déterminer directement les .polynômes u et i' 
de manière à vérifier l'équation (3), et en réduisant leurs degrés aux 
plus petits nombres possibles, il suffirait d'observer qu'en vertu de 
cette équation on doit avoir 

Pour.rzn.V "^fTlT^ pour a- =1 B w = 



f(A)' *'""' *^-~" r(B)^ 

Pour x^=La K-— T^ — r ; pour œ ^=zb , 



On connaît donc n valeurs différentes de w et /n valeurs différentes 
de V. Cela posé, les polynômes les plus simples que l'on puisse prendre 
pour // et V devront être, en général, le premier du degré n — i, le 
second du degré m — i; et, si on les détermine par la formule de 
Lagrange, à l'aide des valeurs particulières que nous venons d'obtenir, 
on retrouvera précisément les équations (4) et (5). 

Corollaire I. — Supposons que l'on prenne 

(6) R = ^"»KM«--A)(a — B)(« — C)...(^^ — A)(/>— B)(^; — C)...(c — A)(c' — B)(r~(:). 

ou, ce qui revient au même, 

(7) K==A'"F(a)F(^)F(c)...^(-i)'««K«f(A)f(B)f(C).... 

Le premier des deux produits 

F(a)F(^.)F(c)..., f(A)f(B)f(C)... 

sera évidemment une fonction entière et symétrique des racines de 
l'équation f(.T) = o, et, par conséquent, une fonction entière des 
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quantités 

kl i> M. ^ ^' '7. 

IV, 1^, ..., I, \J y jy •••> jy Y, 

tandis que le second sera une fonction entière des quantités 
/ / ï- *' y 

Os conditions ne peuvent être remplies simultanément qu'autant que 
la valeur de R, déterminée par la formule (7), est une fonction entière 
des quantités ^, /,..., /^, y; K, L, ..., P, Q. Ajoutons que, si l'on 
adopte cette valeur de R, les équations [f\) et (.*)) se réduiront à 

.^ f(n)f(C)f(D)...(R-C) ( B-I))...(C -I)) ...(a:-B)(.r-C)(. r ^D)...4- 
^«) ii-[^ i) IV (A-B)(A-C)(A-D)...(R~C)(B-D)...(C-lJ)... 

,_,„ ¥{b)F(c)¥(d). ..{b-c){b~d)...{r-d).,.(x-b)(jr-c)(x^d)..,^^ 
^^^ ^''~ {a — b)\a — c){a — d)...(h — c){h-^ci)...{c — dj.:. 

Or les deux termes de la fraction que renferme l'équation (8) sont des 
fonctions alternées des quantités A, B, C, D, . .*, c'est-à-dire des fonc- 
tions qui obtiennent des valeurs alternativement positives et négatives, 
mais toutes égales, au signe près, lorsqu'on échange ces quantités 
entre elles. De plus, la fonction alternée qui représente le dénomina- 
teur, étant la plus simple de son espèce, divisera celle qui forme le 
numérateur (tWrla première Partie du Cours de C École Polytechnique, 

p. 75). Il en résulte que le rapport |^ sera une fonction symétrique et 

entière des racines de l'équation Y[x) = o. Donc, par suite, u sera 
une fonction entière des quantités 

/ / M ^^ P Q 

A, /, ..., />, 7; IV, g^) •••, |v) 7^ 

et de la variables. Par la même raison, v sera une fonction entière des 
quantités 

K, L, ..., P, Q; A-, T» •••» T' T 

et de la variable x. On doit en conclure que u et t» seront équivalents, 
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ou à deux fonctions entières des quantités x, A-, /,...,/?, y; K, L, ... , 
P, Q; ou à deux semblables fonctions divisées, la première par une 
puissance de K» la seconde par une puissance de k. Or, R désignant 
déjà une fonction entière des quantités X:, /,...,/>, y; K, L, ..., P, Q, 
et les quantités m, ^ devant satisfaire à l'équation (3), la seconde sup- 
position ne saurait être admise. Donc, si l'on attribue à R la valeur 
fournie par l'équation (6) ou (7), R, m et Ç' seront des fonctions entières 
des quantités k, l, ..., p, q; K, L, ..., P, Q et de la variable .r, qui 
entrera seulement dans u et ^. De plus, il est aisé de voir que, dans 
ces fonctions entières, les coefficients numériques seront toujours des 
nombres entiers. 

Corollaire IL — Dans le cas où l'on suppose ^' = i , K = 1 , les équa- 
tions (G) et (7) se réduisent aux suivantes : 

(io)R=(a-A)(rt-B)(a — C)...(^-A)(^>-R)(^^-C)...(c-A)(c-B)(c-C)..., 
(II) R = F(a) F(^) F(c). ..=:(->- 1 )'«« f(A) f(B) f(C). . . . 

Ce cas particulier, auquel on ramène facilement tous les autres, est 
celui que nous avons considéré dans le Mémoire présenté à l'Institut le 
22 février 1824. 

Corollaire III , — Pour que les deux polynômes f(^), Y{x) se cbangenl 
on deux fonctions entières décret v^a première du degré m, la seconde 
du degré /i, il est nécessaire et il suffit que les quantités A, /, ... ,/>, y 
et K, L, . . . , P, Q deviennent des fonctions entières de y, des degrés 
représentés par les nombres o, i , . . . , m — r , /n, et par les nombres o, 
I , . . . , n — î , n. Alors, les rapports 



/ 


p 


'/ . 


L 


p 





— J 


' j--' 


y"" 


y 


•' r-' 


y 



se réduisant à des quantités finies pour des valeurs infinies dey, on 
pourra en dire autant des valeurs de œ propres a vérifier les deux 
équations 

X 



r 



y" 



Digitized by 



Google 



206 SLR UN THÉORÈME D'ANALYSE. 

et 

I PO 



V 7'*-* 



c'est-à-dire des rapports 



et du suivant 



abc ARC 

_, —, _, '••» — > — > — > 

j j j .>' j y 



G4)G-")(M) 



X 



X 

X. 



Cela posé, la valeur de R, fournie par Téquation (6) ou (7), sera évi- 
demment une fonction entière de y, d'un degré inférieur ou tout au 
plus égal au produit mn. De plus, si, dans cette hypothèse, on écrit 

f(.r, v), F(.r, j), au lieu de ï[x) et de F(^), la formule (3) deviendra 

(l'i) Mf(jr, v) -h ('F(.r, v) = R, 

et il est clair (jue toutes les valeurs de v, qui permettront de vérifier 
simultanément les équations 

(j3) f(j:,v)— o, F(j",r)rro, 

devront satisfaire à l'équation 

Corollaire IV. — 11 suit du corollaire précédent que, étant données 
deux équations algébriques en oc et y, l'une du degré m, l'autre du 
degré /*, on pourra toujours en déduire, par l'élimination de x, une 
équation en j, dont le degré sera tout au plus égal au produit m/?. De 
plus, on formera aisément le premier membre de l'équation en v, par 
la méthode fondée sur la considération des fonctions symétriques. 
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Corollaire V. — Lorsque les quantités ^, /,,..,/?, y; K, L, ... , P, 
Q, c'est-à-dire les coefficients dos deux polynômes f(^) et F(^) se 
réduisent, aux signes près, à des nombres entiers, on peut en dire 
autant des coefficients des fonctions u et ^ déterminées par les for- 
mules (8) et (9); et la valeur numérique de la quantité R, donnée par 
Téquation (G) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, 
si une même valeur entière de x rend les polynômes f(^) et F(ic) divi- 
sibles par un certain nombre/?, on conclura de la formule (3) que/; 
est un diviseur entier de R. En d'autres termes, si l'on adopte la nota- 
tion de M. Gauss, les formules 

(i5) f(jc)=o (mod/?) cl F(.r) = o (mo(l/>) 

entraîneront la suivante : 

(16) R — o (mod>y). 

A l'aide de cette dernière formule, on déterminera facilement tous les 
nombres entiers qui pourront être communs diviseurs des deux poly- 
nômes {{x) et F(^). Le plus grand de ces nombres entiers, ou le plus 
grand commun dii'iseur entier des deux polynômes, sera précisément la 
valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se réduit à l'unité, 
les deux polynômes n'auront jamais de communs diviseurs; ils en 
auront une infinité si elle se réduit à zéro. 

Corollaire VL — A l'aide des principes ci-dessus établis, on prou- 
verait aisément que, si l'on donne plusieurs polynômes ou fonctions 
entières de r, j, s, ... dont le nombre surpasse d'une unité celui des 
variables qu'ils renferment, et dont les coefficients soient entiers, on 
pourra former un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs 
communs de tous ces polynômes. Si l'on considère en particulier trois 
polynômes de la forme 

(17) F(x,j), f(x) el f(7), 

on trouvera que le plus grand nombre entier* qui puisse les diviser 
simultanément est égal, au signe près, à la valeur de R déterminée 
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par l'équation 

( 1 8) R ^ K'«f'«-^») F(rt, a) F(ûr, b) F(a, c) . . . F(^^, a) ¥(b, b) F(6, c) . . . F(c, a) F(c, b) F(c, c) . '. . , 

fï, 6, c, ... désignant les racines de l'équation {{x) = o. 

Corollaire Vif. — Tout nombre premier /?, divisant nécessairement 
le binôme 

s „ / 27: / . 27r \ / ^t: , , [\tz \ , 

1 lo) .rf'—x^=ix\ a — cos v — i sm ( .r — cos 1/-— ism— — |...(x— i), 

quelle que soit la valeur entière de »r, il suit du corollaire V que tout 
diviseur premier/? d'un polynôme f[x) divisera le produit 

. -^o) R = F(o) F^cos -^- -h v^'^sin -^^^ Ffcos -^— 4- i/^sin J^^ . . .F(i), 

qui peut être présenté sous la forme 

(21) R=±ABC...(A''-> — OCR/'-'-OCC-'-i)..., 

lorsque, le coefficient du premier terme de ^{x) se réduisant à l'unité, 
on désigne par A, B, C, ... les racines de l'équation f{x) = o. Si l'on 
suppose en particulier 

F(x) = "-l:ti 

{n étant un nombre premier quelconque), on trouvera 

R = o ou R=i=h2, 

suivant que p sera ou ne sera pas de la forme de nx -\- 1. Donc les 
nombres premiers impairs de cette forme sont les seuls qui puissent 
diviser le binôme j7"-h i, sans diviser ;r 4- i. Cette proposition était 
déjà connue. 

Corollaire VIII. — Tout nombre premier /?, divisant les deux bi- 
nômes xP — x et y^ — y, quelles que soient les valeurs entières 
de X et j, on pourra diviser le polynôme Y{x,y) sans diviser le 
nombre qui représente, au signe près, le second membre de l'équa- 
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tion (i8), dans le cas où Ton prend pour a, by c, ... les racines de 
l'équation x^ — x = o. 

On pourrait étendre considérablement les applications du théo- 
rème ci-dessus démontré (p. 202); mais nous nous bornerons pour 
le moment à celles que nous venons d'indiquer. 

P.-5. — Le théorème qui fait l'objet de cet article peut être facile- 
ment déduit du calcul des résidus. En effet, si, dans la formule (Sq) 
de la page i43, on pose 

R désignant une quantité constante, et f(^), F(ar) deux fonctions 
entières de x, on trouvera 

R P R I 



f(j:)F(^) <^x-z {{ï{z)Y{z))) 

R I p R 



=i; 



'(^•-^)f(;;)((F(^))) ^{x-z)Y{z){{{{z))) 
et, par suite, 

(22) R-f(x) r '^^(-^^ ' iF(^)/ ^^^"^ 



i^(a:-z)[{z) ((F(c)))^'^ ^C^{œ-z)¥{z) ((f(^))) 

On aura donc 

(3) «f(a:)-hrF(^) = R, 

pourvu que l'on suppose 



(23) u. 



p RF(.r) I _ p Rf(.r) ^ 1 

^(:r-^)l\c) ((F(^)))' '^-^^j:-z)¥{z) ((f(5)))' 



Or les valeurs de u et v, déterminées par les équations (23), se 
réduisent évidemment à des fonctions entières de x, dont les degrés 
sont inférieurs d'une unité aux degrés des fonctions proposées F(.r) 

et f(^.). 



OEuvret de C. — S. M, t. VI. 
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APPLICABLES 



AUX RÉSIDUS DES FONCTIONS, 



CBA.\€ESK!VT DE VARIABLE 1\DëPENDA:«TE DANS LE CALCIL DES RKSIDUS. 



Nous avons déjà remarqué (p. 170) que Ton peut, dans un grand 
nombre de cas, substituer au résidu intégral d'une fonction donnée un 
résidu relatif à une valeur nulle de la variable. Des substitutions du 
même genre peuvent encore être effectuées à l'aide de quelques autres 
formules que nous allons faire connaître. 

Considérons d'abord une fonction f[z) qui devienne infinie pour 
^ = s,, et supposons que l'on puisse assigner au nombre entier m une 
valeur telle que le produit 

(0 (^— ^i)'V(^) 

s'évanouisse; ce qui arrivera nécessairement si la fonction /(s) est 
développable en une série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes et entières, mais positives ou négatives, de la variable z. Je dis 
que le résidu de la fonction donnée /(s), relatif k la valeur z = z^, 
s'évanouira, en sorte qu'on aura 

Kffectiveraent, si l'on représente par ï{z) le produit (i), ou, en d'autres 
(ermes, si l'on pose 



(3) /(-) = 7r 
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on trouvera 

^■*> -^^-^-(c -=,)•"" (---.)'""'' 

l't, par suite, 

r (:=-=,)/'(^) _ p f'(^-) _ „ n f(=) 

• - f""(^') :n ^'""^"'^ =0. 



I .a.3. . .(m — i) i.a.3...m 

On pourrait encore démontrer la formule (i) de la manière suivante. 
Si l'on développe la fonction (3) en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de s — s,, on trouvera 

,., r^""'" (---.)'« '(s--i)'"-' ..a.3...(m-i) 5--, 

(a) < 

H ^ f"">(-,) + 5 ', _^ . (c-j.)f'""^"(^i)+--- 

\ i.2.3...//t i.a.3...m(»i + i) 

et, par conséquent, 

f(5,) m-i r(5,) 



/'(=)=-/« 



^'^ ^ ^^^"-'^(-^■) + ! f(-i)(..)-^ .. 

( i.2.3...(//i — I) (5 — ^0' i.î*-3...'w(/^H-i) 

Or, le second membre de la formule (6) ne renfermant point de terme 
proportionnel à la première puissance de ^_ ^ > on en conclut immé- 
diatement que le résidu de la fonction dérivée /'(^), relatif à la 
valeur 5, de la variable :?, se réduit à zéro. 
Concevons maintenant que Téquation 

(7) 



admette plusieurs racines réelles ou imaginaires z^, z^f ^a et dési- 
gnons par ^ Tune quelconque d'entre elles; !^ sera encore une racine de 
l'équation 

(8) yi^=o. 
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Car, si l'on représente par { une quantité infiniment petite, la fonction 

(9) 



AK-^i) 



s'évanouira pour /=o; et, en vertu du théorème (5) de la page 189, 
le rapport de cette fonction à sa dérivée, c'est-à-dire la fraction 



(.0) ^/(C-i-0 _ /(ç 



/Hî^ô ~ /(C + 

s'évanouira de même avec / ; ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que 
la fonction /'(s) deviendra infinie, avec /(s), pour 5 = s. On peut 
ajouter que, si la fonction /'(s) devient infinie, et fournit un résidu 
différent de zéro, pour une valeur donnée s de la variable 5, s sera 
nécessairement une racine de l'équation (7). En effet, soit A le résidu 
dont il s'agit, et 

(M) /'(.)=^^^^-4rzi^+...-.-A_-.A.-^AX = --.0H-... 

le développement de/'(3) suivant les puissances ascendantes des — 5. 
On trouvera, en intégrant les deux membres de la formule (i j), 



('2) i/(^) = 



^r 



/• — I (5 — 5)'-' /• — -2 (s— -5)'-=» 

( -h \i{z — s)-h Aq{z — s) -h.. .4-consl.; 

et, puisqu'en vertu de l'hypothèse admise le premier au moins des 
coefficients A, Aj, ..., A;..,, A^ obtiendra une vjileur différente de zéro, 
il est clair que la fonction/(5) deviendra infinie pour z=:s. Cela posé, 
si, pour chaque valeur î^ de z, propre à vérifier l'équation (7), on peut 
choisir le nombre entier m de manière que la valeur du produit 

(»3) (^-C)'V(-)» 

correspondante a 5 = î^, soit finie et différente de zéro, on aura évi- 
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demment, en vertu de la formule (2), 

(■4) l{(/'{z))) = o. 

De même, en désignant par x^, X, Vo, Y des quantités quelconcjues, 
on trouvera 

si la condition que nous venons d'énoncer se trouve remplie, au moins 
pour les racines de l'équation (7) dans lesquelles la partie réelle est 
comprise entre les limites jcq, X, et le coefficient de y — i entre les 
limites Vo, Y. 

Supposons maintenant 

On aura 

(•7) /'(--) = ?(-) Z'(-) + ?'(-)z(5)- 

Par conséquent, les équations (i4) et (i5) donneront 

(18) «î^((?(-)x'(-))) = -4S ((?'( = )•/.("-) )), 

et 

(«9) ^J\ i{<?{')x'{=)))^-''£,\{9'i')xi=)))- 

La formule (t8) ou (19) subsiste lorsque les racines des deux équations 

(20) --i---o, 

vérifient les conditions auxquelles nous supposions précédemment 
assujetties les racines de l'équation (7). Si ces conditions étaient seu- 
lement vérifiées pour les racines de l'équation (20), il faudrait ii la 
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formule (i8) ou (19) substituer Tune des suivantes : 

(^3) ''<r'((?(^)))x'(^)-- ""£,'(( ?'(^)))X(^)- 



Les formules (18), (19), (21) et (32) peuvent être appliquées avec 
succès au développement des fonctions en séries. Leur emploi, dans 
le calcul des résidus, offre des avantages semblables à ceux que Ton 
retire, dans le Calcul infinitésimal, de l'intégration par parties. 

Nous terminerons cet article en établissant les formules à l'aide 
desquelles on peut opérer, dans le calcul des résidus, un changement 
de variable indépendante. • 

Soit z^ une valeur de z propre à vérifier l'équation (7). Soit de plus 
/, une valeur correspondante de la variable / liée à la variable z par 
l'équation 

(24) ^ = ^(0; 

et concevons que Ton veuille transformer le résidu 

de manière que le signe ^ se rapporte, non plus à la variable -, mais 

h la variable t considérée comme indépendante. Si l'équation (7) n'a 
qu'une seule racine égale à 5,, le produit 

(26) {^-^i)A^) = wn-H^^)]/[Hn] 

obtiendra une valeur finie pour :; = c,, ou, ce qui revient au même, 
pour t = tt, et cette valeur sera .précisément celle du résidu (23). 
D'ailleurs, on a généralement, pour / = /, , 
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et, par suite, 

j[^(0--'K^i)]/[^(0] 

à moins que la fonction dérivée ^\t) ne prenne une valeur nulle ou 
infinie pour / = /,. Donc, si Ton excepte ce dernier cas, le résidu (25) 
coïncidera nécessairement avec la valeur du produit 

(29) (^-^i)/[+(0]+'(0, 

correspondante à / = /,, et, par conséquent, avec le résidu de la fonc- 
tion 

Velatif à la valeur t^ de la variable /. On aura donc alors 

Concevons maintenant que l'équation (7) admette m racines égales 
à 5,, m étant un nombre entier quelconque. Alors, si Ton représente 
par {{z) le produit 

(•) (z-z,y-jiz), 

on trouvera 



A^)^ 



(3i) 



(z-z,y- i(z-z,y-' '■' 

1.2.3. . .(/w — 2) (s — 3i)* 1.2.3. . .(m — i) z--Zi 



I 1 , 2 . 3 ... m ^ 1 . 2 . 3 . . . //i ( m H- I ) 

et, par suite, 

(3.) /(-) = -^'(-')^ ,.a.3...(.»-) ^^' 
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pourvu que l'on suppose 



H=)=- 



(;i3) 



(,„_,) (3 _-,)'«-. , (m - 2) (5 -=,)"• - 

i.-i.'i. . .(m — 2) z — 5| 



1.2. 3.. m 2 1.2.3. . .;h(w -Hi) 

Or on tirera de l'équation (Sa), en y remplaçant z par 4'(0' 
et Ton en conclura 

r (^-^t)/[-MO]'y(o 

D'ailleurs, ^{z) étant une fonction de z développable suivant les puis- 
sances ascendantes de s — .s,, #[^(0] sera, en général, une fonction 
développable suivant les puissances ascendantes, non seulement de la 
différence ']f{t) — '^(/i)» mais encore de / — /,. On aura donc, en vertu 
de Téquation (2), 

et, par conséquent, la formule (3.^) donnera 

.0 . p it-t,)/[^(t )]^'{t) ^ r"-'>(^.) p (t-t , )'y{t) 

De plus, si la fonction '|'(/) prend une valeur finie et différente de 
zéro pour / = /,, on pourra en dire autant du rapport 

(38) ilfbiilM, 
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dont les logarithmes réels ou imaginaires seront, en général, des fonc- 
tions de t développables suivant les puissances ascendantes de / — /< ; 
et comme, en désignant par xs{t) un de ces logarithmes pris dans le 
système dont la base est e, on trouvera 

(39)r77#^;-TT.--T-V=-'(0 OU ,,#i) :..'(0 ' 



on aura, en vertu de l'équation (2), 

[ r {t-i,)y{t) 
(40) < 

Cela posé, la formule (37) se réduira évidemment à 

^~* > o ((/-«,)) 1.2. 3. ..(/«-.) «^ a--5i)) ' 

c'est-à-dire à l'équation (3o). 

Si la fonction •>{'(f) obtenait, pour < = /,, une valeur nulle ou infinie, 
on pourrait en dire autant de la fraction (38), et l'équation (3o) cesse- 
rait d'avoir lieu. Concevons que, dans cette mémo hypothèse, la frac- 
tion 

dans laquelle [x désigne un nombre quelconque, obtienne une valeur 
finie différente de zéro. On trouvera, en désignant par Gy(/) l'un des 
logarithmes népériens réels ou imaginaires de la fraction (42) et en 
ayant égard à la formule (3), 



,,,. r (i-t,)y(t) c (t-t,)m'(t) r ' 

OEmres de C. — S. U, t. VI. 28 
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Par suite, la formule (37) donnera 

Telle est l'équation qui, dans l'hypothèse admise, devra remplacer la 
formule (3o). 

Supposons à présent que, l'équation (7) ayant plusieurs racines 
réelles ou imaginaires -,, 5^, j,, ..., on propose de transformer le 
résidu intégral 

(46) IdA^))) 

en un résidu dans lequel le signe ^ se rapporte à la variable /. Si 
l'équation (24) fournit pour chaque valeur de z une seule valeur de la 
variable t, on aura évidemment, en vertu de la formule (3o), 

(47) li(A=)))^l({m{n]nn))^ 

Si, au contraire, m désignant un nombre entier quelconque, l'équa- 
tion (2^1) fournit, pour chaque valeur de s, m valeurs de la variable ^ 
on aura, toujours en vertu de la formule (3o), 

(48) ^£((/(^)))=/«<S((/[+(0]'y(0)). 

Il résulte d'ailleurs de la formule (45) que l'équation (48) s'étend au 
cas même où plusieurs des valeurs de /, tirées de l'équation (24), 
deviendraient égales entre elles pour une valeur î^ de 5 propre à véri- 
fier la formule (7), c'est-à-dire, au cas où l'équation 

(49) '>(0-C = o, 

♦ 

résolue par rapport à /, aurait des racines égales. 

Si, la fonction /(-s) étant donnée par l'équation (iG), on voulait rem- 
placer la variable z par la variable t, non dans l'expression (46), mais 
dans la suivante 
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il faudrait évidemment substituer à l'équation (3o) ou (48) Tune des 
deux formules 

(50 <[;,(( ?(^)))z(^) = £((?[4'(0]^'(0))7j+(0]. 

(•^2) S.{{o{z)))x(z) = m^{(^[^{t)]nn))yA^i^)i 

Il est bon d'observer que, dans les formules (3o), (45), (4?)» etc., 
la fonction dérivée ^\t) n'est autre chose que la valeur de -j^j tirée dr 
l'équation (24). 

Pour montrer une application des formules obtenues dans cet article, 
supposons que l'on ait 

(53) /(.) = ^/(i±iVp 

et que, 5 = :;, désignant une racine de l'équation (7), on propose dv 
transformer le résidu 

en substituant à la variable imaginaire z une autre variable imagi- 
naire t liée à la première par l'équation de condition 

(54) ^^i^ = ^ 
que l'on peut écrire comme il suit : 

(55) . ^ = 7T7V^- 

Il est clair que, dans cette hypothèse, à la valeur :r, de la variable z 
correspondra une seule valeur ^1 de la variable t. On devra donc 
recourir, pour la transformation du résidu (20), à la formule (3o). 
D'ailleurs on tirera de l'équation (54) 



' i -+- 5 v^— I I — w y/ 



I 
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et, par conséquent, 

i (h ï 

(->7) 



I -H V* dt 



'2t\ - 



Cela posé, on conclura de la formule ('io), en y remplaçant '|'(/) 

dz 

^^«^ 6 ((^ _:,;)) I -^ ^-M , _ , ^:±^ ; - , ^~ c ict - 1, )) i 

L'équation (îH), combinée avec l'équation (33) de la page i3j, con- 
duit, comme nous le montrerons plus tard, à des résultats dignes de 
remarque. 

On pourrait encore, k l'aide des principes ci-dessus établis, opérer 
un changement de variable indépendante dans un résidu pris entre des 
limites données. Seulement les limites placées à droite et à gauche du 

signe ^, dans le nouveau résidu, ne seraient plus celles de la nou- 
velle variable /, et du coetticient de yj— i dans la même variable. C'est 
au reste ce que nous expliquerons avec plus de détail dans un autre 
article. 
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SUR LES 

DIVERS ORDRES DE CONTACT 

DES LI&NES ET DES SURFACES. 



L'illustre auteur de la Mécanique analytique a établi sur de nouvelles 
bases la théorie du contact des lignes et des surfaces. Il a fait voir que, 
si deux courbes planes, représentées par deux équations entre des coor- 
données rectangulaires x, y, renferment un même point P, pour lequel 
les dérivées de Tordonnée j^ prises par rapport à x, depuis la dérivée 
du premier ordre jusqu'à la dérivée de Tordre n, ne changent pas de 
valeurs, quand on substitue la seconde courbe à la première, une troi- 
sième courbe ne pourra passer entre les deux autres, à moins que les 
quantités y, y, ...,y^ relatives à la troisième courbe, ne reprennent, 
pour le point P, les valeurs déjà calculées. Donc, si cette condition n'est 
pas remplie, les deux premières courbes seront plus rapprochées l'une 
de l'autre que la troisième. Telles sont les considérations que Lagrange 
emploie pour donner une idée de ce rapprochement des courbes que 
l'on nomme communément contact ou osculation, et que la manière 
ordinaire de concevoir le Calcul différentiel faisait regarder comme 
une coïncidence plus ou moins rigoureuse, plus ou moins étendue, 
quoique, à proprement parler, comme l'observe cet auteur, la coïnci- 
dence de deux courbes tangentes ne s'étende pas au delà du point de 
contact. Dans la théorie de Lagrange, l'ordre de contact des deux 
courbes planes n'est autre chose que le nombre n, c'est-à-dire le 
nombre des termes successifs de la série 

(0 /, y% y\ ... 

qui conservent les mêmes valeurs relatives au point de contact, lors- 
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qu'on substitue la seconde courbe à la première. Ajoutons que Tauteur 
étend cette théorie, non seulement aux courbes à double courbure, 
mais encore aux surfaces courbes. Il mesure Tordre de contact de deux 
courbes à double courbure, représentées par deux équations entre trois 
coordonnées rectangulaires x, v, s, à Taide du nombre des termes suc- 
cessifs qui, dans chacune des séries 

(0 /. y\ y\ ..., 

(2) z\ z% z'^ 

conservent les mêmes valeurs, relatives au point de contact, lorsqu'on 
substitue la seconde courbe à la première; et il en conclut que, si deux 
courbes tracées dans l'espace ont entre elles un contact de l'ordre w, 
une troisième ne pourra passer entre elles, sans avoir avec ces mêmes 
courbes un contact de l'ordre n ou d'un ordre plus élevé. Pareillement, 
il mesure l'ordre de contact de deux surfaces courbes, dont chacune 
est représentée par une seule équation entre trois coordonnées rectan- 
gulaires a?, y^ 5, à l'aide du nombre équivalent à l'ordre des dérivées 
partielles de z qui forment les derniers termes de la suite 

'^' %■ 

en supposant que l'on arrête .cette suite à l'instant même où l'on ren- 
contre un ordre de dérivées qui ne conservent pas toutes les mêmes 
valeurs, relatives au point de contact, quand on substitue l'une des 
surfaces à l'autre; puis il attribue au contact de l'ordre n, entre deux 
surfaces données, ce principal caractère qu'une troisième surface ne 
peut passer entre les deux premières, sans avoir avec elles un contact 
du même ordre ou d'un ordre plus élevé. 

Quoique la théorie que nous venons de rappeler ait l'avantage de 
présenter généralement une idée assez nette du contact de deux 
courbes planes, elle paraît laisser encore, sous le rapport de la rigueur 
et de la précision, quelque chose à désirer. D'abord elle fait entrer, 
dans la définition de l'ordre de contact de deux courbes ou surfaces 
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courbes, l'indication du système de coordonnées que l'on eniploie, 
tandis qu'en réalité cet ordre dépend uniquement de la nature des 
deux courbes ou des deux surfaces. Lorsqu'on adopte cette même 
théorie, le rapprochement plus ou moins considérable de deux courbes 
qui se touchent est mesuré par l'intervalle qui sépare deux points 
situés sur ces deux courbes dans le voisinage du point de contact, 
mais à des distances de ce point inégales entre elles et dont le rap- 
port varie avec la direction des axes coordonnés. De plus, quand il 
s'agit de courbes à double courbure, on ne voit pas bien clairement ce 
qu'on doit entendre par une courbe qui passe ou ne passe pas entre 
deux autres. Une difficulté du même genre existe à l'égard des surfaces 
courbes. Pour la faire mieux comprendre, considérons les deux sur- 
faces du quatrième degré représentées par les deux équations 

(4) z=-a:'-y', 

(5) z = x^-^yK 

Ces deux surfaces, qui se touchent à l'origine, où elles ont entre elles 
un contact du troisième ordre, en offriront un du premier ordre seu- 
lement avec la surface cylindrique représentée par l'équation 

(6) 5=^S 

donc, en vertu des principes ci-dessus mentionnés, la surface cylin- 
drique ne saurait passer entre les deux autres. C'est pourtant ce qui 
arrivera, du moins pour la portion de la surface cylindrique qui sera 
très voisine de l'axe des j^ et, en particulier, pour les points situés sur 
cet axe; car ces points seront compris entre les courbes suivant les- 
quelles les surfaces (4) et (5) se trouvent coupées par le plan des y, 5, 
c'est-à-dire, entre les deux courbes renfermées dans le plan des y, z et 
déterminées par les équations 

(7) ^— /S 

(8) z^yK 

Enfin la comparaison des valeurs que fournissent deux courbes ou 



Digitized by 



Google 



2-2'* SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT 

deux surfaces tangentes Tune a l'autre, pour les différents termes des 
séries (i), (2) ou (3), ne suffit plus à la détermination de Tordre du 
contact lorsque Tangle formé par la tangente commune aux deux 
courbes avec l'axe des x, ou par le plan tangent commun aux deux 
surfaces avec le plan des^, y est précisément un angle droit. Conce- 
vons, par exemple, que l'on veuille comparer deux a deux les trois 
courbes représentées par les équations 

(9) ^'^y'> 

(10) a-=i:r*, 

(11) Jc-y\ 

Ces trois courbes qui se touchent et dont la tangente commune coïn- 
cide avec l'axe des y fourniront, pour les dérivées successives de l'or- 
donnée y, des valeurs qui deviendront toutes infinies quand on suppo- 
sera X = o. Cependant le contact de la première courbe avec chacune 
des deux autres sera seulement du premier ordre, et le contact des 
deux dernières sera seulement du troisième ordre. 

Les difficultés que nous venons d'indiquer disparaissent lorsque, 
pour établir la théorie du contact des courbes et des surfaces, on a 
recours aux principes que nous allons exposer. 

D'abord on définit aisément la tangente à une courbe, en la consi- 
dérant comme la droite de laquelle s'approche de plus en plus une 
sécante qui coupe la courbe en deux points, tandis que l'un de ces 
points demeure fixe et que l'autre s'approche indéfiniment du pre- 
mier. Il est, d'ailleurs, facile de prouver qu'en général les tangentes 
menées par un point d'une surface courbe à différentes courbes tracées 
sur cette surface sont comprises dans un même plan, et l'on établit 
ainsi l'existence de ce qu'on appelle le plan tangent à une surface 
courbe. Enfin on dit que deux courbes ou deux surfaces courbes se 
touchent en un point donné, quand elles ont en ce point la même 
tangente ou le même plan tangent. 

Cela posé, considérons deux courbes planes ou à double courbure 
qui se touchent en un certain point. Si de ce point comme centre et 
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avec un rayon infiniment petit désigné par i, on décrit une sphère, la 
surface de la sphère coupera les deux courbes en deux nouveaux points 
très voisins Tun de l'autre, et le rapprochement plus ou moins consi- 
dérable des d'eux courbes, à la distance i du point de contact, aura 
évidemment poiir mesure la longueur infiniment petite comprise entre 
les deux points dont il s'agit, ou, ce qui revient au même, la corde de 
l'arc de grand cercle renfermé entre les deux courbes. Ajoutons que 
les rayons menés aux extrémités de cet arc seront dirigés suivant des 
droites qui formeront des angles très petits avec la tangente commune 
aux deux courbes; d'où il résulte que l'angle compris entre ces rayons 
sera lui-même une quantité très petite. Soit (o ce dernier angle. L'arc 
de grand cercle compris entre les deux courbes aura pour mesure le 
produit 

(12) fW, 

et la corde de cet arc sera équivalente a 
(i3) 2«sm-- 

Si les deux courbes ^îhangent de forme de telle manière que, se tou- 
chant toujours au point donné, elles se rapprochent davantage l'une 
de l'autre dans le voisinage de ce point, les valeurs de l'expression ( 1 3). 
correspondantes h de très petites valeurs de i, diminueront nécessai- 
rement; ce qui suppose que la fonction de i représentée par a> dimi- 
nuera elle-même. Si, au contraire, en vertu du changement de forme, 
le rapprochement des deux courbes devient moindre, les valeurs de co 
correspondantes à de très petites valeurs de i croîtront nécessairement. 
On peut donc affirmer que, dans le voisinage du point de contact, le 
rapprochement des deux courbes sera plus ou moins considérable, et leur 
contact plus ou moins intime, suii^ant que les valeurs de co, correspondantes 
à de très petites valeurs de 1, seront plus ou moins grandes. De ce principe, 
joint au théorème I de la page i85, on déduira immédiatement la pro- 
position suivante : 

Théorème ]. — Si deux courbes se touchent en un point donné P, et que 

OEuvres de C. - S. U, l. VI. 29 
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l'on marque sur ces deux courbes deux points Q, R situés à la distance 
infiniment petite i du point de contact, le rapprochement entre les deux 
courbes, dans le voisinage de ce point, sera d'autant plus considérable que 
l'ordre de la quantité infiniment petite (o, destinée à représenter l'angle 
compris entre les rayons v^ecteurs PQ, PR, sera plus élei^é. 

Démonstration. — Eq effet, si la forme des deux courbes ou de Tune 
d'entre elles vient à changer, de manière que Tordre de la quantité 
infiniment petite (o s'élève, la valeur numérique de (o, dans le voisi- 
nage du point de contact, diminuera, en vertu du théorème I de la 
page i85, et, par suite, le rapprochement entre les deux courbes 
deviendra plus grand qu'il n'était d'abord. 

Le théorème I étant démontré, il est naturel de prendre l'ordrp de la 
quantité infiniment petite co, considérée comme fonction de la base i, 
pour indiquer ce qu'on peut appeler Vordre de contact des deux courbes 
proposées. Soit a cet ordre. Puisque le rapport 

sin |o> 

a l'unité pour limite, le produit 

sin^o) . (ù 

0) — 7-^— = 2 sm - 

sera encore une quantité infiniment petite de l'ordre a, tandis que les 
expressions (i2)et (i3) seront, en vertu du théorème III de la page 187, 
dos quantités infiniment petites de l'ordre a -h i . On peut donc énoncer 
la proposition suivante : 

Théorème II. — Lorsque deux courbes se touchent en un point donné P, 
l'ordre du contact est inférieur d'une unité à l'ordre de la quantité infi- 
niment petite qui représente la distance entre deux points Q, R situés sur 
les deux courbes, également éloignés du point de contojct, et dont la di- 
stance à ce point est un infiniment petit du premier ordre. 

Il importe d'observer que la droite QR menée du point Q au point R, 
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élant la base d'un triangle isoscèle, et opposée, dans ce triangle, au 
très pelit angle (o, sera sensiblement perpendiculaire aux rayons vec- 
teurs PQ, PR et, par suite, a la tangente commune aux deux courbes. 
Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, d'après un théorème 
connu de Trigonométrie, équivalente au produit des côtés égaux PQ, 
PR par le sinus de l'angle compris entre eux, c'est-h-dire a l'expression 

(i4) -«*sinw, 

et, par conséquent, à une quantité infiniment petite, dont l'ordre a h- 2 
surpassera de deux unités l'ordre du contact des deux courbes. 

Considérons à présent le cas particulier où les courbes données se 
réduisent à deux courbes planes comprises dans le plan des x, y; et 
concevons que, par les points Q, R, situés sur ces deux courbes à 
des distances égales, et infiniment petites, du point de contact, on 
mène deux droites parallèles dont chacune forme avec la tangente 
commune un angle fini S. De ces deux parallèles, l'une se trouvera 
plus rapprochée que l'autre du point de contact. Supposons, pour fixer 
les idées, que ce soit la droite menée par le point Q pris sur la pre- 
mière courbe, et que cette droite coupe la seconde courbe en S. Dans 
le triangle QRS, le côté RS, sensiblement parallèle à la tangente com- 
mune, puisqu'il représentera une corde dont les extrémités situées sur 
la seconde courbe seront très voisines du point de contact, formera 
évidemment avec les côtés QR, QS des angles finis, dont le premier 
différera très peu d'un angle droit, et le second de l'angle S. On aura 
donc, en désignant par I et J des quantités infiniment petites. 



sm( - -hl) sin( - -hl) 

(»i>) QS= . ;^ rf QR~ . \ r^ 21 sm -• 

sm(d4-J) ^ sin(o-HJ) 2 

De plus, comme le rapport entre la perpendiculaire abaissée du point P 
sur la droite QS, ou sur son prolongement, et le rayon vecteur PQ = 1, 

sera sensiblement égal à cos^^ — 8 j = sinS, cette perpendiculaire 
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pourra être représentée par un produit de la forme 

(i6) «(sinô±:E), 

=t e désignant encore une quantité infiniment petite. Cela posé, admet- 
tons que, les deux courbes ayant entre elles un contact de Tordre a, 
on considère le rayon vecteur i comme infiniment petit du premier 
ordre. Il est clair que l'expression (i6) sera encore un infiniment petit 
du premier ordre, tandis que Texpression (i5) sera de Tordre a -h i. 
Ajoutons que Tordre de cette dernière ne variera pas [voir le corol- 
laire III du théorème IV de la page i88) si Ton prend pour base Tex- 
pression (i6), ou une quantité telle que l'expression (i6) reste infi- 
niment petite du premier ordre. Ces remarques suffisent pour établir 
un nouveau théorème que nous allons énoncer : 

Théorème III. — L ordre de contact de deux courbes planes qui se 
touchent en un point donné P est inférieur d'une unité à l'ordre de la 
distance infiniment petite comprise entre les points Q, S^ oà les deux 
courbes sont rencontrées par une sécante quijorme un angle fini et sensi- 
blement différent de zéro a^ec la tangente commune, dans tout système où 
la distance du point de contact à la sécante dont il s'agit est un infiniment 
petit du premier ordre. 

Si les deux courbes sont représentées par deux équations entre les 
coordonnées rectangulaires x, y, et si la tangente commune n'est pas 
parallèle à Taxe des y, alors, en supposant la sécante parallèle à ce 
même axe, on déduira du théorème III la proposition suivante : 

Théorème IV. — Pour obtenir l'ordre de contact de deux courbes planes 
qui se touchent en un point ou la tangente commune nest pas parallèle à 
l'are des y, il suffit de mener une ordonnée très voisine du point de con- 
tact^ et de chercher le nombre qui représente i ordre de la portion infini- 
ment petite d'ordonnée comprise entre les deux courbes, dans le cas où 
l'on considère la distance du point de contact à l'ordonnée comme infini- 
ment petite du premier ordre. Ce nombre^ diminué d'une unité, indique 
l'ordre de contact. 
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Corollaire I. -— Soient 

(17) r=/(^), j = F(a:) 

les équations des deux courbes planes. Elles auront un point corres- 
pondant à une valeur donnée de x, et, en ce point, une tangente coni- 
nïune, non parallèle à Taxe des y, si, pour la valeur donnée de .r, les 
équations des deux courbes fournissent des valeurs égales et finies, 
non seulement de l'ordonnée j, mais encore de sa dérivée j', en sorte 
que les équations 

(18) /(x) = F(.r) 
et 

(19) f{x):=.Y'{x) 

soient vérifiées, et que les deux membres de chacune d'elles conser- 
vent des valeurs finies. Dans cette hypothèse, la différence 

(20) F(^)-/(x-), 

qui s'évanouira pour la valeur de x relative au point commun, devien- 
dra infiniment petite quand x recevra un accroissement infiniment 
petit ; et, si l'on considère cet accroissement comme étant du premier 
ordre, l'ordre de la quantité infiniment petite qui représentera la nou- 
velle valeur de Y[x) —/{x) surpassera d'une unité l'ordre de contact 
des deux courbes. 

Corollaire II, — Si les deux courbes se touchent en un point de 
Taxe des V, mais sans avoir cet axe pour tangente commune, il suf- 
fira, d'après ce qu'on vient de dire, pour déterminer Tordre du con- 
tact, de chercher le nombre qui indiquera Tordre de la différence 

Y{x)-f{x), 

en considérant l'abscisse x comme une quantité infiniment petite du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d'une unité. En opérant 
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ainsi, on roconnaitra que les paraboles 

ont a l'origine des coordonnées un contact du premier ordre, tandis 
qu'au même point les deux courbes 

auront un contact de l'ordre /i, et les deux courbes 

un contact de l'ordre ^ — i = {. 

Corollaire III. — Supposons que les courbes (17) aient un point 
commun correspondant à l'abscisse x^ et, en ce point, une tangente 
commune non parallèle h l'axe des y, avec un contact de Tordre a. Soit 
d'ailleurs n le nombre entier égal ou immédiatement supérieur à a. 
La différence 

{'10) Y{u')^/{jr) 

sera nulle ; et, si l'on désigne par i un accroissement infiniment petit 
du premier ordre, attribué à l'abscisse x, l'expression 

(24) F{x-^î)-f(x-^i) 

sera fcn vertu du corollaire I) un infiniment petit de l'ordre an- i. 
Or, les dérivées de cette expression, par rapport à /, étant respecti- 
vement 

F(.r 4- 0-/(^ + 0, F^Cx + o-y-c^-M*), ..., 

il résulte de ce qui a été dit ci-dessus ( pages 184 et i8j) que 
sera la première des expressions 
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qui cessera de s'évanouir avec i. En d'autres termes, 

sera la première des différences 

F(x)-/(x), F(^)-/(^), F^(a:)-/'(.r), ... 

qui obtiendra une valeur différente de zéro. On aura donc pour h» 
point commun 

(^•5) ' F^(x) =r(.r), 



F<'»>(^)=/^«U'^)- 



Par conséquent, lorsque deux courbes planes se touchent en un point 
où la tangente commune n'est pas parallèle à l'axe des y, non seule- 
ment, pour le point dont il s'agit, l'ordonnée y et sa dérivée y ne 
changent pas de valeurs dans le passage de la première courbe à la 
seconde, maïs il en est encore de même des dérivées successives y", 
y", . . ., jusqu'à celle dont l'ordre coïncide avec le nombre entier égal 
ou immédiatement supérieur à l'ordre du contact. 

Corollaire IV. — Si, les deux courbes ayant un contact de l'ordre a, 
la tangente commune devenait parallèle a l'axe des j, alors, en attri- 
buant a l'abscisse du point de contact un accroissement infiniment 
petit du premier ordre, on ne trouverait pas généralement, pour la 
valeur correspondante de la différence ¥{x) —/(x^), un infiniment 
petit de l'ordre a-+-i. Néanmoins, on pourrait encore déterminer 
l'ordre du contact par la méthode dont nous avons fait usage, pourvu 
que l'on substituât la variable j k la variable a?, et réciproquement. 
Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux courbes 



(26) /==^*, y^^, 

qui touchent à l'origine l'axe des j, ont en ce point un contact de 
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Tordre ^, il suffira d'observer que leurs équations, résolues par rapport 
a X, prennent les formes 

i i 

et que la différence v» — r» est un infiniment petit de l'ordre 

quand on considère y comme un infiniment petit du premier ordre. 
Quant a la différence F(ar) — /(^), elle se réduit, dans cet exemple, à 

ri, lorsque l'on considère x comme un infiniment petit du premier 
ordre, elle est une quantité infiniment petite, non plus de l'ordre ^, 
mais de l'ordre ' seulement. 

Corollaire V. — Lorsque la tangente commune n'est pas parallèle à 
l'axe des j, et que l'ordre de contact est un nombre entier, il suffit, 
pour déterminer cet ordre, de chercher quelle est la dernière des 
équations 

(27) /(^)z=F(^), /(.r) = F(.r), /^(x) zz. F'(.r), 

qui se trouve vérifiée par l'abscisse du point de contact. L'ordre des 
dérivées comprises dans cette dernière équation sera précisément le 
nombre demandé. 

Passons maintenant au cas général où l'on considère deux courbes 
il double courbure qui se touchent en un point P. Soient toujours 
Q, R deux points situés sur ces courbes, à des distances égales et 
infiniment petites du point de contact. Soient encore i la valeur com- 
mune de ces distances, to l'angle très petit qu'elles forment entre 
rlles, et supposons que l'on projette les deux courbes, avec le triangle 
PQR, sur un plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire au 
plan de ce triangle. Les deux courbes projetées auront évidemment la 
uiéme tangente, ou, en d'autres termes, seront tangentes l'une à 
l'autre. Désignons par p, q, r les projections des trois points P, 
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Q, R, par S Tangle compris entre les plans des triangles PQR, pqr, 
et par ç, y, ^ les angles que les droites PQ, PR, QR forment respecti- 
vement avec leurs projections />y,/>r, qr. On aura 

/?<7 =z PQ COS 9 r=:/C0S(p, 



(28) 



pr = PR cosx — «cosx» 



r») 



/yr^zQRcossj'^aisin — cos'| 



2 



D*ailleurs, on prouve facilement que la projection de la surface d'un 
triangle sur un plan quelconque est équivalente à cette surface multipliée 
par le cosinus de V angle aigu compris entre le plan du triangle et le plan 
sur lequel on projette, oUy ce qui revient au même, par le cosinus de V angle 
aigu compris entre les droites perpendiculaires aux deux plans dont il 
s'agit. Donc la surface du triangle pqrznvdi pour mesure le produit 

(29) { £* sinw cos(î = i} sin \ w cos } w cosô, 

et le sinus de Fangle pqr sera équivalent au quotient qu'on obtient 
en'divisant le double de cette surface par le produit pq x qr, c'est- 
à-dire, à la fraction 

(30) ? 5-. 

cos 9 cos ^ 

Donc le produit de ce cosinus par la droite f^^» ou la perpendiculaire 
abaissée du point /> sur la droite yr, sera représenté par 

,, . .coslojcosd 

cos 4^ 

Or, la valeur de l'angle w étant très petite et celle des angles ç, y, j» 
étant sensiblement différente de -9 les quantités 

cos^a), cosi, cosç, cosy^, cos'^ 

auront des valeurs sensibles. Cela posé, il sutSra de jeter les yeux sur 
les formules (28) et sur l'expression (3i) pour reconnaître : i*' que la 
distance qr est, dans l'hypothèse admise, une quantité infiniment 
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petite de Tordre a -+- 1, et qu'elle forme, avec la distance /?y, un angle 
pqr sensiblement différent de zéro; 2® que la distance qr est un infi- 
niment petit du premier ordre. Observons encore que la tangente 
commune aux deux courbes projetées, se confondant, à très peu près, 
avec Ja droite pq^ formera elle-même avec la sécante ^run angle fini 
et sensible. Donc (en vertu du théorème III), les courbes projetées au- 
ront entre elles, ainsi que les courbes proposées^ un contact de l'ordre a. 

Si le plan du triangle /?yr devenait sensiblement perpendiculaire au 
plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 
avec les côtés PQ, PR, et, par conséquent, avec la tangente commune 
aux deux courbes données, le contact entre les deux courbes projetées 
ne pourrait être que d'un ordre égal ou supérieur au nombre a. Alors, 
en effet, les distances f'^, /^r seraient encore des quantités infiniment 
petites du premier ordre, tandis que la distance ^r serait infiniment 
petite de Tordre a-H i, ou d'un ordre supérieur. Or imaginons que, 
dans cette nouvelle hypothèse, une sphère soit décrite du point p 
comme centre avec un rayon égal à/?^, et que cette sphère coupe la 
seconde des deux courbes projetées en s. Si Ton joint le point s 
avec les points q et r, la droite rs sera sensiblement parallèle k la 
tangente commune aux deux courbes projetées, puisque ses extrémités 
seront situées sur Tune de ces courbes à des distances infiniment pe- 
tites du point p. Au contraire, la droite qr, ou, en d'autres termes, 
la base du triangle isoscèle /i^5, sera sensiblement perpendiculaire à la 
même tangente. Donc le triangle qrs sera sensiblement rectangle en 
s, et, par suite, la longueur qs, sensiblement égale au produit 
qscosrqs, sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment petit de 
Tordre a -f- 1 , ou d'un ordre supérieur. Donc, en vertu du théorème II, 
l'ordre de contact des deux courbes projetées sera nécessairement égal ou 
supérieur au nombre a. 

Concevons à présent que, tous les points de Tespace étant rapportés 
à trois axes coordonnés des x, y et 5, on projette successivement les 
deux courbes données sur le plan des x, 7, et sur le plan des x, z. 
Supposons d'ailleurs que l'angle compris entre Taxe des x et la tan- 
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gente commune aux deux courbes diffère sensiblement d'un angle 
droit. Cette tangente ne pourra être sensiblement perpendiculaire ni 
au plan des x^y^ ni au plan deso?» z, attendu que l'un et l'autre passent 
par l'axe des x. De plus, ces derniers plans ne pourront être, tous les 
deux à la fois, sensiblement perpendiculaires au plan du triangle PQR. 
Car, dans ce cas, leur ligne d'intersection, c'est-à-dire l'axe des ^, 

formerait nécessairement un angle très peu différent de - avec les 

droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et, par conséquent, avec 
la tangente commune aux deux courbes. Cela posé, il résulte des 
principes ci-dessus établis que, dans l'hypothèse admise, le contact 
des deux courbes projetées : i® sur le plan des x^ y\ 2** sur le plan des 
X, z^ sera toujours de l'ordre a, ou d'un ordre supérieur, et sur l'un 
des deux plans au moins, de l'ordre a seulement. On peut donc énon- 
cer la proposition suivante : 

Théorème V. — Pour obtenir l'ordre de contact de deux courbes qui se 
touchent en un point où la tangente commune ne forme pas un angle droit 
avec Vaxe des x, il suffit de chercher les nombres qui indiquent les ordres 
de contact des projections des deux courbes sur le plan des x, y, et sur le 
plan des Xy z. Chojcun de ces nombres^ s'ils sont égaux y ou le plus petit 
d'entre eux^ s'ils sont inégaux, indiquera l'ordre de contact des courbes 
proposées. 

Corollaire L — Le théorème qui précède subsiste également dans le 
cas où les variables a?, y, z désignent des coordonnées rectangulaires, 
et dans le cas où ces variables représentent des coordonnées obliques. 

Corollaire IL — Lorsque deux courbes à double courbure se tou- 
chent en un point où la tangente ne forme pas un angle droit avec 
l'axe des x, la détermination de l'ordre du contact se trouve réduite 
par le théorème V à la recherche de l'ordre de contact de deux courbes 
planes, c'est-à-dire à un problème déjà résolu. 

Corollaire III. — Supposons que deux courbes, représentées chacune 
par deux équations entre les coordonnées rectangulaires ou obliques x. 
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y, 5, aient entre elles un point conamun correspondant à l'abscisse x, 
et en ce point une tangente commune non perpendiculaire à l'axe des 
^, avec un contact de Tordre a. Soit d'ailleurs n le nombre entier égal 
ou immédiatement supérieur à a. Enfin, admettons que l'on prenne 
l'abscisse x pour variable indépendante» et que l'on désigne par/', y, 
y"', . . . , 5', 5", z'^y ... les dérivées successives des variables 7 et z con- 
sidérées comme fonctions de x. En vertu du théorème V, les quantités 

|r. y. r, :., y". 

conserveront les mêmes valeurs, pour le point dont il s'agit, dans le 
passage de la première courbe à la seconde, tandis que chacune des 
quantités 

(33) J^'*-^*\ ^f"-»-'), 

ou au moins l'une des deux, changera de valeur. 

Corollaire IV. — Lorsque la tangente commune aux deux courbes ne 
forme pas un angle droit avec l'axe des x, et que l'ordre de contact 
est un nombre entier, il suffit, pour déterminer cet ordre, de chercher 
la plus grande valeur qu'on puisse attribuer au nombre entier /i, en 
choisissant ce nombre de manière que les quantités (82) demeurent 
toutes invariables pour le point de contact dans le passage d'une courbe 
à l'autre. Cette valeur de n indique précisément l'ordre demandé. 

Corollaire V. — Si la tangente commune aux deux courbes formait 
un angle droit avec l'axe des x, elle ne pourrait être à la fois perpen- 
diculaire au plan des x, y et au plan des x, z. Par suite, elle formerait 
un angle différent de j avec l'axe des j, et avec l'axe des s, ou au 
moins avec l'un de ces deux axes. Donc, pour déterminer, dans cette 
hypothèse, l'ordre de contact des deux courbes à l'aide du théorème V, 
il suffirait de substituer à l'axe des x l'axe des j ou l'axe des 5, et de 
remplacer en même temps le plan des a:, 5, ou des x, j, par le plan 
des j, z. 
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Le théorème V, à l'aide duquel on fixe aisément Tordre de contact 
des deux courbes à double courbure, peut être remplacé par un aulre 
théorème qui n*est sujet a aucune restriction, et que nous allons établir 
en peu de mots. 

Soit toujours P le point commun à deux courbes qui se touchent. 
Soient encore Q, R deux autres points situés sur la première et sur la 
seconde courbe, également éloignés du point de contact, et dont les 
distances à ce point se réduisent à une longueur infiniment petite, 
désignée par i. Enfin, concevons qu*à partir du point P on porte sur la 
seconde courbe un arc PS, qui ait la même longueur que Tare PQ, 
qui soit dirigé dans le même sens, et qui aboutisse au point S. La 
sécante QS, en vertu du théorème I de la page 179, sera sensiblement 
perpendiculaire, ainsi que la sécante PR, à la tangente commune. De 
plus, la corde RS, étant comprise entre deux points de la seconde 
courbe très rapprochés du point de contact, sera sensiblement paral- 
lèle à cette tangente. Par conséquent, dans le triangle rectiligne QRS, 
les côtés QR et QS formeront avec le troisième côté RS des angles dont 
chacun différera très peu d'un angle droit. Donc le rapport entre les 
deux premiers côtés, ou, ce qui revient au même, le rapport entre les 
sinus des angles opposés différera très peu de l'unité; et l'on aura, en 
désignant par I une quantité infiniment petite, 

(3i) QS = QR(n-I) = (i-f-I)aisin-. 

D'autre part, comme le rapport entre l'arc PQ et la corde PQ = i aura 
pour limite l'unité, on trouvera encore, en désignant par J une quan- 
tité infiniment petite, 

(35) arcPQ = (n-J)/. 

Cela posé, admettons que, les deux courbes ayant entre elles un con- 
tact de l'ordre a, on considère le rayon vecteur 1 comme infiniment petit 
du premier ordre. Il est clair que l'arc PQ sera encore un infiniment 
petit du premier ordre, tandis que la distance QS sera de l'ordre a + i . 
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Ajoutons que Tordre de cette distance ne variera pas {voir le corol- 
laire III du théorème IV de la p. i88), si Ton prend pour base l'arc PQ 
ou une quantité telle que Tare PQ reste infiniment petit du premier 
ordre. Ces remarques suffisent pour établir le nouveau théorème que 
nous allons énoncer : 

Théorème VI • — Pour obtenir l'ordre de contact de deux courbes qui se 
touchent en un point donné, il suffit de chercher le nombre qui représente 
V ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extrémités de 
deux longueurs égales portées sur les deux courbes à partir du point de 
contact, dans le cas où ces mêmes longueurs deviennent infiniment petites 
du premier ordre. Le nombre dont il s agit, diminué d'une unité, indique 
toujours V ordre du contact. 

Corollaire /. — Soit i la quantité infiniment petite qui représente 
chacune des deux longueurs mentionnées dans le théorème VI. Dési- 
gnons, en outre, para;, j, z et par Ç, y], X, les coordonnées des points 
auxquels ces longueurs aboutissent sur la première et la seconde 
courbe. Enfin, soit 



(36) »z:.v^(^-0*+(j--0)»+(5-C)' 

la longueur de la droite menée du point ($,r^,î^) au point [x.y^z). Si 
Ton considère i comme un infiniment petit du premier ordre, et si l'on 
appelle a l'ordre de contact des deux courbes, la distance » sera (en 
vertu du théorème VI) un infiniment petit de l'ordre a H- i. Par suite, 
le carré de cette distance, ou la somme 

(37) {^-lf-^{y-riY-^{z-K)\ 

sera un infiniment petit de l'ordre 2a 4- 2; ce qui exige que, des trois 
différences 

(38) x^l, y-^n, z^K, 

l'une au. moins soit de l'ordre a -f- 1, les deux autres étant du même 
ordre ou d'un ordre plus élevé. On arriverait à la même conclusion en 



Digitized by 



Google 



DES LIGNES ET DES SURFACES. 239 

observant que les valeurs numériques des expressions (38) repré- 
sentent les projections de la distance « sur les axes des x^ y et z. En 
effet, il est aisé de reconnaître qu'w/i^ distance infiniment petite et sa 
projection sur un a^e quelconque sont en général des quantités de même 
ordre. Seulement l'ordre de la projection peut surpasser l'ordre de la dis- 
tance, dans le cas où celle-ci devient perpendiculaire à l'a^xe. Mais il est 
clair que cette dernière condition ne saurait être remplie à la fois pour 
les trois axes des a?, des y et des z. 

Corollaire IL — Conservons les mêmes notations que dans le corol- 
laire précédent. Soit toujours a l'ordre de contact des deux courbes 
données, et désignons par /i le nombre entier égal ou immédiatement 
supérieur à a. Puisque, la quantité i étant regardée comme infiniment 
petite du premier ordre, Tune des trois différences 

(Sg) ^ — ç, y — 'n, - — ç 

devra être de Tordre a -H i , les deux autres étant du même ordre ou 
d'un ordre plus élevé, il résulte de ce qui a été dit (p. i85) que, si l'on 
prend i pour variable indépendante. 



X — i 





di' ' ■• 




d(y-r,) 
di ' 


di^ ' •• 


d'iy-r)) 
di' 









(4o) {f—fif 



s'évanouiront avec i, tandis que chacune des dérivées 



(40 



^/«-^•» di''^^ di''^^ 



ou du moins l'une d'entre elles, cessera de s'évanouir pour i = o. 
Soient, d'ailleurs, 5 et ç les arcs renfermés : i° entre un point fixe de 
la première des courbes données et le point mobile (^,7, z); 2** entre 
un point de la seconde courbe et le point (^, y],^); et admettons que 
ces nouveaux arcs soient dirigés dans le même sens que l'arc / . Comme 
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les trois variables i, s et ^ différeront entre elles de quantités con- 
stantes, on aura 

(42) diz=ds^=idç; 

et l'on pourra prendre pour variable indépendante, quand il s'agira 
de la première courbe, s au lieu de i; quand il s'agira de la seconde 
courbe, ç au lieu de i. Cela posé, les expressions (4o) et (4i) devien- 
dront respectivement 



J7 — ;, 

(43) {/--o, 



et 

(44) 



dx dl d^x d*c d'^x d'^\ 

ds'^d^' 'd^~"d^' "' 'dF'"dç^* 

dy dri d*y d}r\ d'^y d'^ri 

ds^dç' 'ds^'^d^' '"' 'ds^'"d^' 



f ^ dz dz d}z d^n 

\" ^' ds d<i' ds^ dç*' 


d^z fl?«î 
* " ' ds'' é/ç« 


dn-^\jr rf«+«$ t/«+\r d^'^^n 


^/i-hi. û^«-^-iç 



^^«-Hl ^çrt+l ^5«-Hl rf-/n-l ^/i-ht d^n 

En égalant les quantités (43) a zéro, on formera les équations 



X — Cy 



dx dl 


rfVr d^l 


d''x d"! 


ds ~ di' 


ds* ~ di*' 


■ ' rfj» — di' ' 


dy drt 
ds- dç' 


d*y d'il 
ds* ~ dç* ' 


ds" ~ di" ' 


dz rfÇ 
ds~ di' 


d*z d'Z 

ds* - di* ' 


d"z rf»Ç 
ds" - di"' 



(45) 



qui devront toutes se vérifier pour le point de contact des courbes pro- 
posées, tandis que, pour le même point, chacune des expressions (44 )> 
ou au moins l'une d'entre elles, obtiendra une valeur différente de 
zéro. Si maintenant on observe qu'on peut sans inconvénient substi- 
tuer, quand il s'agit de la seconde courbe, les lettres x^ y, z eis aux 
lettres ^, r^, ^ et <;, on arrivera immédiatement au théorème que nous 
allons énoncer. 

Théorème VII. — Étant proposées deux courbes qui se touchent en un 
point, si Von considère les coordonnées x^ y, z de chacune d*elles comme 
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des fonctions de l'arc s pris pour variable indépendante y et si Von suppose 
cet arc compté sur chaque courbe de telle manière qu'il se prolonge dans le 
même sens pour les deux courbes au delà du point de contact; non seu- 
lement, pour le point dont il s'agit, les variables Xy y, z, et leurs dérivées 

du premier ordre 

dx dy dz 
ds^ ds^ ds^ 

ne changeront pas de valeurs dans le passage de la première courbe à la 
seconde, mais il en sera encore de même des dérivées successives 



dPx 


d*x 


. <Py 


d^Y 


d*s 


d*z 


ds*' 


ds»' •• 


' ds*' 


ds»' " 


•' ds-' 


ds*' 



Jusqu'à celles dont r ordre sera indiqué par le nombre entier égal ou immé- 
diatement supérieur à l'ordre du contact. Celles-ci seront les dernières qui 
rempliront la condition énoncée, en sorte que les trois suivantes, ou au 
moins l'une des trois, changeront de valeur quand on passera d'une 
courbe à Fautre. 

Corollaire I. — Si les deux courbes ont entre elles un contact de 
Tordre n, n désignant un nombre entier, alors, dans le passage de la 
première courbe à la seconde, chacune des quantités 



X, 



dx 
ds' 


d^x 


d-x 
•' ds-' 


dv 

1û' 


d*Y 
ds*' 


d'y 

•' ds"' 


ds 


d'z 
ds*' " 


d'z 

■' ds" 



(46) {y. -± 



conservera la même valeur pour le point de contact, tandis que chacune 
des trois dérivées 

d'^-^^x d'^^^y d'^-^^z 
(47) lÛ^^^' in^' dP^' 

OU au moins Tune des trois, prendra une valeur nouvelle. 

OEuvreê de C. — S. U, t. VI. 3l 
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On pourrait aisément revenir du théorème VII aux théorèmes IV 
et V. On pourrait aussi en déduire généralement les conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les dérivées des coordonnées de deux courbes 
quelconques pour que ces deux courbes aient entre elles un contact 
d'un certain ordre, dans le cas où Ton prend pour variable indépen- 
dante, non plus Tabseisse x ou l'arc 5, mais une fonction quelconque 
des coordonnées x.y^s. Toutefois, comme, pour y parvenir, il suffirait 
d'avoir recours à un changement de variable indépendante, nous ne 
nous étendrons pas sur ce sujet, qui ne présente aucune difficulté 
réelle, et nous passerons immédiatement à l'exposition des principes 
qui nous paraissent devoir être adoptés dans la théorie des contacts 
des surfaces courbes. 

Considérons deux surfaces qui se touchent en un point donné P. Si, 
par le point P, on mène un plan normal aux deux surfaces, les deux 
lignes d'intersection seront tangentes Tune à l'autre; et, si l'on fait 
tourner ce plan autour de la normale, les deux lignes dont il s'agit 
changeront en général de position et de forme. Quant au nombre qui 
représentera l'ordre de contact de ces deux lignes, il pourra, ou de- 
meurer toujours le même, ou changer de valeur avec la position du 
plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valeur 
minimum^ dans le cas contraire, sert à mesurer ce qu'on appelle Vordre 
de contact des deux surfaces. Soit a cet ordre, et supposons que, les 
deux surfaces étant coupées par un plan normal quelconque, c'est- 
à-dire par un plan qui renferme la normale commune, on nomme Q, 
R les points où les courbes d'intersection, prolongées dans un certain 
sens, sont rencontrées par un arc de cercle décrit du point P comme 
centre avec un rayon très petit désigné par i. Si l'on considère ce rayon 
comme infiniment petit du premier ordre, la distance QR, variable 
avec la position du plan normal, sera elle-même une quantité infini- 
ment petite, d'un ordre marqué par un nombre constant ou variable 
dont a -4- I représentera la valeur unique ou la valeur minimum. 

Concevons maintenant que, par le point Q situé sur la première 
surface, on mène une sécante parallèle à une droite qui forme avec le 
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plan tangent commun aux deux surfaces un angle S sensiblement dif- 
férent de zéro, mais inférieur ou tout au plus égal à -> et que cette 
sécante coupe la seconde surface en S. Dans le triangle QRS, le 
côté RS, sensiblement parallèle au plan tangent, puisqu'il sera compris 
entre deux points de la seconde surface très rapprochés du point de 
contact, formera évidemment avec les côtés QR, QS des angles finis, 
dont le premier différera très peu d'un angle droit, tandis que le second 
sera égal ou supérieur à S. Donc, si Ton désigne par I une quantité 
infiniment petite et par A un angle compris entre les limites S et -*> 
on aura 



sm(j4-l) 



QS=: ^A-T — ^QR. 

Or il résulte de cette dernière formule que la distance infiniment 
petite QS sera, pour toutes les positions du plan normal, de même 
ordre que la distance QR. De plus, comme le rapport entre la perpen- 
diculaire abaissée du point P sur la droite QS ou sur son prolonge- 
ment, et le rayon vecteur PQ = i, sera équivalent au sinus de l'angle 
PQS formé par la droite QS avec une droite PQ sensiblement parallèle 
au plan tangent, et par conséquent une quantité finie différente de 
zéro, cette perpendiculaire sera évidemment une quantité infiniment 
petite du premier ordre. De ces diverses remarques on déduit immé- 
diatement la proposition suivante : 

Théorème VIII. — L'ordre de contact de deux surfaces qui se touchent 
en un point donné P est inférieur d'une unité à la valeur unique ou à la 
valeur minimum du nombre qui représente V ordre de la distance infini- 
ment petite comprise entre les points Q, S oii elles sont rencontrées par 
une sécante qui forme avec le plan tangent commun à ces deux surfaces 
un angle sensible^ lorsque Von considère la distance du point de contact à 
la sécante dont il s'agit comme un infiniment petit du premier ordre. 

Supposons que l'on ait mené par le point P un plan quelconque 
qui forme un angle sensible avec le plan tangent. Ce plan coupera les 
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deux surfaces suivant deux nouvelles courbes. De plus, on pourra 
concevoir que la sécante ci-dessus mentionnée coïncide avec une droite 
comprise dans ce même plan; et alors, en comparant le théorème pré- 
cédent au théorème lll, on établira sans peine une proposition que 
nous allons énoncer : 

Théorème IX. — Lorsque deux surfaces ont entre elles en un point 
donné un contact de V ordre a, tout plan normal ou oblique, qui forme un 
angle sensible a^^ec le plan tangent commun à ces deux surfaces, les coupe 
suiç^ant deux courbes qui ont entre elles un contact de l* ordre a ou d'un 
ordre supérieur. 

Il importe d'observer ici, non seulement que les sections faites dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renferme le 
point commun, peuvent avoir entre elles un contact d'un ordre beau- 
coup plus élevé que le nombre a, mais qu'elles peuve t même, dans 
certains cas, se confondre entièrement l'une avec l'autre. Alors le 
nombre qui représente l'ordre de contact des deux sections prend une 
valeur infinie. Ajoutons que ces deux sections se réduisent quelque- 
fois à une seule droite. On peut offrir pour exemple la génératrice 
commune à deux surfaces coniques ou cylindriques qui se touchent en 
un point donné. 

Si les deux surfaces sont représentées par deux équations entre les 
coordonnées rectilignes x.y* -. et si le plan tangent mené par le point 
commun n'est pas sensiblement parallèle k l'axe des s, alors, en sup- 
posant la sécante QS parallèle à ce même axe, on déduira immédiate- 
ment du théorème VIII la proposition suivante : 

Théorème X. — Pour obtenir l'ordre de contact de deux surfaces qui 
se touchent en un point où le plan tangent n'est pas parallèle à l'axe 
des z, il suffit de mener une ordonnée très voisine du point de contact et de 
chercher la valeur unique ou la valeur minimum du nombre constant ou 
variable qui représente l'ordre de la portion infiniment petite d^ ordonnée 
comprise entre les deux surfaces, dans le cas où l'on considère la distance 
du point de contact à V ordonnée comme infiniment petite du premier ordre. 
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Cette valeur unique ou cette valeur minimum , diminuée d'une unité, 
indique V ordre du contact. 

Corollaire L — Soient 

(48) z=:f{œ,y), 

(49) ^ = F(^,7) 

les équations des deux surfaces. Elles auront un point commun corres- 
pondant à un système de valeurs données des variables x^ y, et en ce 
point un plan tangent commun, non parallèle à Taxe des -, si, pour 
les valeurs proposées de x,y, les formules (48) et (49) fournissent des 
valeurs égales et finies, non seulement de l'ordonnée :;, mais encore 
de ses dérivées partielles/? = ^> q = -^y en sorte que les équations 

(50) /(^,7) = F(^,7) 

et 

(5,) à/(x,y) ^ dF(a^,y) ^ à A^.y) ^ dF{x,y ) 

dx dx ^ dy dy 

soient vérifiées, et que les deux membres de chacune d'elles conservent 
des valeurs finies. Dans cette hypothèse, la différence 

(52) F(^,7)-/(^,7), 

qui s'évanouira pour les valeurs de a? et de j relatives au point com- 
mun, deviendra infiniment petite quand les variables x^ y recevront 
des accroissements infiniment petits Aa:, Aj; et, si l'on considère la 
distance 



(53) v/^-^^H-V 

comme étant un infiniment petit du premier ordre, l'ordre de la quan- 
tité infiniment petite qui représentera la nouvelle valeur de 

F(^,/)-/(^,7) 
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surpassera d'une unité Tordre de contact des deux surfaces. Il importe 
d'ailleurs d'observer que l'expression (53) sera une quantité infini- 
ment petite du premier ordre, si chacun des accroissements A^, Aj 
est un infiniment petit de cet ordre, ou si l'un d'eux est du premier 
ordre, l'autre étant nul ou d'un ordre supérieur. 

Corollaire IL — Si les deux surfaces se touchent en un point de 
l'axe des z, mais de manière que cet axe ne soit pas renfermé dans le 
plan tangent mené par le point de contact, il suffira, d'après ce qu'on 
vient de dire, pour déterminer l'ordre du contact, de chercher le 
nombre qui indiquera l'ordre do la différence F(^, j) — /(^, j), en 
considérant les deux variables x, y comme des infiniment petits du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d'une unité. En opérant 
ainsi, on reconnaîtra que les quatre surfaces représentées par les quatre 
équations 

z — X'-^y'^y x;=:x»-hJ^ z=ix-^y'', c = jr'-hv» 

ont toutes entre elles, à l'origine des coordonnées, un contact du pre- 
mier ordre, tandis qu'au même point les deux surfaces 

z — jc'*-^- v", z = jr«^-* -f- v'*-^* 

ont un contact de l'ordre n, et les deux surfaces 



1 > 5 S 



un contact de l'ordre '-. — i = - 
4 » 

Corollaire IIL — Supposons que les surfaces (47) et (48) aient un 
point commun correspondant aux coordonnées x^ r, et en ce point un 
plan tangent commun, non parallèle k Taxe des z, avec un contact de 
l'ordre a. Soit d'ailleurs n le nombre entier égal ou immédiatement 
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supérieur à a. La différence 

(•^4) F(x,j)-/(x,j) 

s'évanouira; et, si Ton désigne par A,r, Aj des accroissements infini- 
ment petits du premier ordre attribués aux coordonnées x^ y, l'ex- 
pression 

(55) f{x -h \xyy -f- A>') —f{x -f- Ao?, r -H A/) 

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de l'ordre a -+- i . 
D'ailleurs, pour que les accroissements Ao:, Aj soient infiniment petits 
du premier ordre, il suffira de prendre 

( 56 ) Aj? r= a dx, Aj ^Lcndy, 

en désignant par a une quantité infiniment petite du premier ordre, 
et en donnant aux différentielles dx^ dy des valeurs finies. Alors l'ex- 
pression (5/j) se présentera sous la forme 

(57) F(.r-h cndxyy -^ <xdy) — /{x -\- cndxyy -\- (xdy). 

Donc, si l'on considère la variable a comme infiniment petite du pre- 
mier ordre, l'expression (57) sera, dans l'hypothèse admise, un infini- 
ment petit de l'ordre a-f- i, quelles que soient d'ailleurs les valeurs 
finies attribuées aux différentielles dx elidy. 

Concevons maintenant que l'on pose, pour abréger, 

(58) ¥{x -^ (xdxy y-^ OLdy) — f{x -h adx^y ■+- ady) =^ ip(a). 

En vertu de ce qui a été dit (p. i85), 4'^''"^*^(a) sera la première des 

fonctions 

+ («), ^'{o^h +^(«), ... 

qui cessera de s'évanouir avec a; en d'autres termes, vj;^"^*)(o) sera la 
première des quantités 

4.(0), ^'(o), ^'(o), ... 
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qui obtiendra une valeur différente de zéro. On aura donc 

(59) <J/(o) = o, tj/'(o) = o, <|>'(o) = o, .... 4,i'»)(o) = o. 

D'ailleurs, en ayant égard aux principes établis dans la XIV* Leçon de 
Calcul infinitésimal, on trouvera 



(60) 



<], (o) = Fia;, y) - f(x,y), 
.y(o) =rfF(.r,j) -df{x,y), 
4-'(o) r=:d'-V{x,y)-d^f(x,y), 



Donc on aura, pour le point commun aux deux surfaces. 



(61) 



dF(x,y) = d /{x,y), 
d*¥(x,y) = d*/{x,y), 



d''¥{x,y)^d''/{x,y) 
OU, ce qui revient au même, 

F(x,y):=/{x,y), 
àJif'Dd^^àFjx.y) àAx,y)^^^dAx,y) 

'' dx^ -i- 2 — , , • dx dy H T-r^^ dy^ 

Ox* dvdy -^ dy^ ^ 

• ......y 

d'^Vix, y) ^ n ^ à"¥{x,Y) , n xj d'^Yix^y) , ^ 

ôxn ^"" -^ 7 ôx'^^ dy ^-^ ^/ -^ - -^ --^;;r--^ ^r 
\ ^ âx- ^«^ ^- , Ox^^'^ây ^/ + ...+ ^^;» ^J . 

Ces dernières formules, devant subsister, quelles que soient les valeurs 
finies attribuées aux différentielles dx, dy, entraîneront évidemment 
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les équations 

d¥{a^,y) _ df(œ,y) 
ày dy 

d^V(œ,y) ^ d\nx,y) ^ 
dx dy dx dy 



(63)/ 


df(x,y) d/(ar,y) 
dx ~ dx ' 

ù*V{x,y) d-f(x,y) 
dx'- dx* ' 




dx'^ àx** 




d-F(x, 


.>')_ 


-à* 


/(^, 


y) 


dy* 






dy* 






d-V{x, 


y). 


-^ 


Ax, 


y) 



a^F(.r, y) _ d-'/(x, y) 

dx'»-» dy "" dx''-^ dy ' 
d^'Yjx^y) _ d'*/{x,y) 

dxdy*^'^ dxdy'^~^ ' dy"^ "~ «j'y 

Par conséquent, lorsque deux surfaces se touchent en un point où le 
plan tangent n'est pas parallèle à Taxe des js, non seulement, pour le 
point dont il s'agit, l'ordonnée z, considérée comme fonction des deux 
variables indépendantes a?, j, et ses dérivées partielles du premier 
ordre, savoir 

(^^> 5i' d}' 

ne changent pas de valeurs, dans le passage de la première surface à 
la seconde; mais il en est encore de même des dérivées partielles 

/ d^z d*'z d^ 
i dx^' dxdy' dy^' 

(65) { d^ d^z d'z à^z 

dx^ dx* dy dx dy* dy^ 



jusqu'à celles dont l'ordre coïncide avec le nombre entier égal ou immé- 
diatement supérieur à l'ordre du contact : en d'autres termes, si l'on 
désigne par n ce nombre entier, l'ordonnée z et ses différentielles 
totales des divers ordres jusqu'à celle de l'ordre n, c'est-à-dire les 
quantités 

(66) z, dzy d}z, ..., d'^-'^Zy d'' z, 

OEuvret de C. - S. U, t. VI. 32 
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conserveront les mêmes valeurs dans le passage de la première surface 
à la seconde, quelles que soient les valeurs assignées aux différen- 
tielles dx, dy des variables indépendantes. 

Corollaire IV. — Si, les deux surfaces ayant un contact de l'ordre a, 
le plan tangent commun devenait parallèle à l'axe des 2, alors, en attri- 
buant aux valeurs des coordonnées x, y, qui se rapportent au point de 
contact, des accroissements infiniment petits du premier ordre, on ne 
trouverait pas généralement pour les valeurs correspondantes de la 

différence 

F(.2:,7)-/(x,r) 

un infiniment petit de l'ordre a 4-1. Néanmoins, on pourrait encore 
déterminer Tordre du contact par la méthode dont nous avons fait 
usage, en substituant l'une des variables a?, j à la variable z. Ainsi, 
par exemple, pour montrer que les deux surfaces 

qui touchent à l'origine le plan des j, z, ont en ce point un contact 
du second ordre, il suffira d'observer que leurs équations résolues par 
rapport à x prennent les formes 

*» z 

X = 1 , X = 



1—7' '—7* 

et que la différence 



'— /" 1—7' 

est un infiniment petit du troisième ordre, quand l'on considère 7 et 
5 comme des infiniment petits du premier ordre. Quant à la différence 
^{^^y) ■~/('^»j)» ^"^ s® réduit dans cet exemple à 

^^(1-7')*- ^"'(t -7*)', 
et lorsque l'on considère x et v comme des infiniment petits du pre- 
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mier ordre, elle est une quantité infiniment petite, non plus du troi- 
sième ordre, mais de Tordre 7 seulement, 

4 

Corollaire V. — Lorsque le plan langent commun aux deux surfaces 
n'est pas parallèle à Taxe des ^, et que l'ordre du contact est un nombre 
entier, il suffit, pour déterminer cet ordre, de chercher quelle est la 
dernière des équations 

qui se trouve vérifiée pour le point de contact, indépendamment des 
valeurs attribuées aux différentielles ctr, dy des variables indépen- 
dantes. L'ordre des différentielles totales comprises dans cette dernière 
équation sera précisément l'ordre demandé. 
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APPLICATION 



DU 



CALCUL DES RÉSIDUS 

A l'intégration 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

KT A COEFFICIENTS CONSTANTS. 



Concevons d'abord qu'il s'agisse d'intégrer l'équation différentielle 

a,, a.2, ..., an^^y a„ désignant des coefficients constants; et faisons, 
pour abréger, 

(2) F(r) = r«-H fli r'*-» ■+- atr'^-^-h, . . -h «n-i r -h a„. 

li est clair que, pour vérifier l'équation (i), il suffira de prendre 

^(r) désignant une fonction arbitraire de rqui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres à vérifier la formule 

(4) F(r) = o. 

Effectivement, si l'on substitue la valeur précédente de j dans le pre- 
mier membre de l'équation (i), ce premier membre se trouvera ré- 
duit à 



(5) l -./.^r\\: =0. 



F(r)y(r)e^^ _ 
((F(r))) 
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D'ailleurs, les valeurs de (p(r), 9'(r), ..., qui correspondent aux di- 
verses racines égales ou inégales de l'équation (4), pouvant être choi- 
sies arbitrairement, il est aisé de reconnaître que la valeur de j, 
fournie par l'équation (3), renfermera un nombre n de constantes 
arbitraires. Donc, l'équation (3) sera l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i). 
Considérons maintenant l'équation différentielle 

On posera 

w^ ^ C uF(/-))) 

Pour que les dérivées de cette dernière valeur de^, depuis la dérivée 
du premier ordre jusqu'à celle de l'ordre ti — i, conservent la forme 
qu'elles prendraient si l'on remplaçait 4'(^> ^) par <p(r), il suffira d'ad- 
mettre que l'on a, pour toutes les valeurs entières de m inférieures 
à 71 — I, 

^' C-^ dx UF^r)))-^- 

Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de l'équation (6), 
en y substituant la valeur de j donnée par la formule (7), 

^^^ <t^ dx ((F(r)))-^^^^' 

Toute la question se réduit donc à déterminer la fonction '|(r, a?) de 
manière qu'elle vérifie les équations (8) et (9). Or, comme on aura 
généralement [en vertu de la formule (63) de la page 36], et en pre- 
nant /w</i — r, 



("^ C^((F(r))) = 



= !• 
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il est clair que les conditions (8) et (9) seront remplies si l'on suppose 



(i3) 






.ro désignant une valeur particulière de x et ç(r) une fonction arbi- 
traire de r. Par suite, Téquation (7) donnera 






Cette dernière formule est précisément l'intégrale générale de l'é- 
quation (G). 

fExemple. — Si l'équation (G) se réduit à 



on trouvera ¥{r) = (r— i)*, et la formule (i4) donnera 

[ f e-f'--^/(z)cfz 

(16) r '^(((^-i)')) ^ (((r-i)»)) 

I =e-[(p'(i)-i-X9(i)]+y (j:-s)e-'-V(-)rf-- 

On aura donc, en désignant par 3, 3' les constantes arbitraires (p(i), 

(17) y={e'-^^x)e'-\- f (a:^z)e'-^/{z)dz. 

On voit par cet exemple avec quelle facilité le calcul des résidus 



Digitized by 



Google 



A L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS, ETC. âoo 

s'applique à l'intégration des équations (i) et (6), lors même que 
l'équation (4) a des racines égales. 

Nous montrerons, dans un autre article, les avantages que présentent 
les formules (3) et (i/i), relativement à la détermination des constantes 
arbitraires. 
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PLACÉES A DROITE ET A GAUCHE DU SIGNE L 
DANS LE CALCUL DES RÉSIDUS. 



Soient x, y deux variables réelles. Soient de plus 

(I) z = x-^y\J^^i 

une variable imaginaire, et /(s) une fonction quelconque de z. En 
vertu des conventions adoptées (p. 28), la notation 

(2) Y' ((/(-))) 

représentera le résidu de la fonction /(s) pris entre les limites ic = ^o» 
r = X,7 =y^,y = Y, c'est-à-dire la somme des résidus de /(s) rela- 
tifs aux racines de l'équation 

(3) 



/(^) 



dans lesquelles la partie réelle demeure comprise entre les limites x^^ 
X, et le coefficient de \l — i entre les limites jo» Y. 

Concevons maintenant que, ç(a?, y) et y (;r, y) désignant deux fonc- 
tions réelles des variables a?, j, on veuille indiquer la somme des rési- 
dus de/(:;) correspondants à celles des racines de l'équation (3) que 
l'on peut déduire de la formule 

en attribuant à la variable x des valeurs comprises entre les limites 
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a?o, X, et à la variablej des valeurs comprises entre les limites ^o^ Y. 
Alors nous ferons usage de la notation 

ou 

a la suite de laquelle nous placerons entre deux crochets l'équation (4). 
que nous nommerons Véquation caractéristique, parce qu'elle caracté- 
rise la relation établie entre la variable imaginaire z et les variables 
réelles œ^ y qui ne doivent pas dépasser les limites exprimées dans la 
notation (5) ou (6). Ainsi, par exemple, la notation 

(7) '^"^ lJ^\{f{^))). [^=:^(cos7 4-v/=:7sinj)] 

indiquera la sommé des résidus de/(js) relatifs à celles des racines de 
l'équation (3) que l'on déduit de la formule 

(8) 5=ze*(cos7-hv^^^sm7), 

en attribuant à x des valeurs intermédiaires entre les quantités x^, X, 
et k j des valeurs intermédiaires entre les quantités j^o> Y. Ajoutons 
que les variables réelles et la variable imaginaire pourront être repré- ^ 
sentées indifféremment soit par les lettres Xy y, z, soit par d'autres 
lettres arbitrairement choisies. Par conséquent, on pourra employer 
la notation 

(9) S\ ((/(-)))» [5 = r(cos/?4-v'^sin/?)] 

pour exprimer la somme des résidus àefi^z) relatifs à celles des racines 
de l'équation (3) que l'on déduit de la formule 

(10) z ^=zr[cQsp-\-\J—i sin/;), 

en attribuant à la variable r supposée réelle des valeurs comprises 

OEui^res de C. — S. Il, t. VI. 33 
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entre les limites r^, R, et à la variable/? supposée réelle des valeurs com- 
prises entre les limites po, P. 

Il est bon d'observer que, dans les notations (7), (9), ..., on peut 
échanger entre elles, comme on Ta fait en passant de la notation (5) à 
la notation (6), les lettres placées à droite et à gauche du signe ^, et 
destinées à indiquer les variables réelles ainsi que leurs limites. 

Lorsque l'équation caractéristique se réduira simplement à la for- 
mule (i), nous remplacerons, comme nous l'avons fait jusqu'«i présent, 
la notation (5) ou (G) par la notation (2), dans laquelle les limites pla- 
cées a gauche du signe ^ indiqueront toujours les valeurs extrêmes 
de la partie réelle de la variable z. 

Lorsque l'équation caractéristique se réduit à la formule (10), et 
que la variable r demeure positive entre les limites ro,R, cette variable 
est précisément le module de l'expression imaginaire désignée par la 
lettre :;. Dans ce cas particulier, auquel se rapportent des formules 
dignes de remarque, et qui mérite une attention spéciale, nous rem- 
placerons, pour abréger, la notation (9) par la suivante 

dans laquelle les limites placées entre parenthèses à la gauche du 
signe ^indiqueront toujours les valeurs extrêmes du module de la 
variable imaginaire :;. Comme, pour obtenir toutes les valeurs possibles 
de cette même variable, il suffit de faire varier, dans la formule (10), 
le module r entre les limites r= o, r = x> , et l'angle p entre deux 
limites de la forme p =: p^, p = ^ z=p^ -+- ait, il est clair que le résidu 
intégral de/{z) pourra être désigné par la notation 

qui se réduit, lorsqu'on prend /^^ = — i:, à la suivante : 
(«3) l ((/(5))). 
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(>8) £ ((/(-)))= «î^: ,,((/(-))). 
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On aura, en conséquence, 

(•4) /((/(s)))= "T *((/(5) )) = '"/'" ((/(-))). 

On trouverait de la même manière 

• (00) (01 

-ot^O) (0)^0) 

- (-) (?^) 

Admettons encore que l'on veuille indiquer la somme des résidus 
de/(:;) correspondants à celles des racines de Téquation (3) que l'on 
peut déduire de la formule (4), dans le cas où l'on prend pour a; et y 
des coordonnées rectilignes de points situés dans le plan des a?, j'entre 
deux courbes et deux droites représentées par les quatre équations 

(19) y—^k^)^ 

(20) y — ^{x), 

(21) X = Xç,y 

(22) ^ = x. 

Alors à la notation (5) ou (6) nous substituerons l'une ou l'autre des 
deux suivantes : 

(23) '^^ ^^''^(kf{z))), {,z = ^{x,y)-^^sl~xx{x,y)\ 

(24): /, ((/(^))), [-=?(^,j)+v/-'x(^.7)]- 

Ces dernières se présenteront elles-mêmes sous les formes 

(2^) '"V''"\(/(-))), [5 = ?(^,7) + v'^x(^^>7)] 
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ou 

(26) '"^^r'"" «/(-))), U = 9(-^>y) + \'~*rA^>y)l 

si l'on pose, pour abréger, f{x) = v©, F(x) = Y. Par conséquent, les 
notations (j) et (G) peuvent être étendues à des cas dans lesquels Vo et 
Y désignent des fonctions de la variable x, tandis que x^ et X conti- 
nuent de représenter des quantités constantes. Si Ton supposait, au 
contraire, que Xq, X désignent deux fonctions {{y), F(j) de la va- 
riable j, et jo» Y deux quantités constantes, chacune des notations 

(27) '-"^'^V-' ((/(5))), [z:^^(x,y)-^^~;x{x,r)l 

(28) """V'"""" «/(-))), [= = 9{^.y) + \'~tx{^>y)] 

y = y» Jr=({y) 

exprimerait la somme des résidus de /(s) correspondants à celles des 
racines de l'équation (3) que l'on peut déduire de la formule (4)f dans 
le cas où l'on prend pour x ely des coordonnées relatives à des points 
situés dans le plan des x^ y, entre deux courbes et deux droites repré- 
sentées par les quatre équations 

(29) -r-^Hy), 

(30) ^ = F0), 
(3i) /=Jo, 
(32) "y- Y. 

D'après les conventions que nous venons d'adopter, il est facile de 
voir ce qu'exprimeraient les notations (23) ou (24), et (25) ou 
(26), ..., si l'on considérait les variables réelles x, y ou r, p, ... 
comme représentant, non plus des coordonnées rectilignes, mais des 
coordonnées d'un autre genre. Ainsi, par exemple, si l'on désigne par 
r et p des coordonnées polaires, c'est-à-dire, le rayon vecteur mené 
d'un point fixe a un point mobile, et l'angle formé par ce rayon vec- 
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teur avec un axe fixe, on reconnaîtra sans peine que la notation 

(33) "^'""f^^" ({/{=))), \.= = o{p,r) + ^~ixiP.')] 

exprime la somme des résidus de/(s) relatifs à celles des racines de 
l'équation (3) que Ton peut déduire de la formule 

(34) ^ = o{p,r)-hs/'—ix(p.r), 

dans le cas où Ton prend pour reXp les coordonnées polaires de points 
situés dans un plan fixe entre deux courbes et deux droites représen- 
tées par les quatre équations 

(35) r = ï(p), 

(36) r='F{ph 
(3;) p=Poy 
(38) /> = P. 

Au contraire, la notation 

exprimerait la somme des résidus de/(:;) relatifs à celles des racines 
de l'équation (3) que Ton peut déduire de la formule (34), en prenant 
pour r et /> les coordonnées polaires de points situés dans un plan fixe 
entre deux cercles et deux courbes représentés par les quatre équa- 
tions 

(40 /-^H, 

(42) />=f(/-), 

(43) P^¥{r). 

Lorsque l'équation (4) se réduira simplement à la formule (i), nous 
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remplacerons, pour abréger, les notations (23) et (27) par les sui- 
vantes 

(-il) "«£.'""((/(-))), 

(45) ^, ((/(^))), 

dans lesquelles nous placerons toujours, à la gauche du signe J^, les 
limites de la partie réelle de la variable z. 

De même, lorsque Téquation (34) se réduira simplement à la for- 
mule (lo), nous remplacerons les notations (33) et (39) par les sui- 
vantes : 

(4:) l ((/(-))), 

dans lesquelles nous placerons toujours, à la gauche du signe ^ , les 
limites du module de la variable z. 

Les principes que nous venons d'exposer sont immédiatement appli- 
cables à la transformation des résidus pris entre des limites données, 
dans le cas où Ton opère un changement de variable indépendante. 
Ainsi, par exemple, si Ton suppose que les variables imaginaires z ei t 
soient liées entre elles par Téquation 

(48) ^ = ^(0, 

et qu'à chaque valeur de z corresponde une valeur de /, on aura, en 
vertu des mêmes principes, et de ceux que nous avons précédemment 
établis (p. 214 et suiv.), 

(49) ^l^ {{A^))) = ^"~'^ ^^\{AW)]^'W)), 
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l'équation caractéristique, relative aux variables Xy y, /, étant 

(do) x-^ysf^ — ^{t). 

Concevons en particulier que ^[t) représente une des valeurs de :; pro- 
pres à vérifier la formule 

(5i) t = e'-, 

et soit en outre 

(52) f{z) = e'-{{e'^). 
On aura 

(53) |'(0 = | = ^; 
et la formule (49) donnera 

(54) V((e»r(e'))) = '"^ /''"'(( f(0)), [i = e'-W^]; 

puis, en posant, pour plus de commodité, 

(55) e^=/-, e*o=:/-o, e^=:R, 7=y>, fo = Poy Y — P, 
on trouvera 

(56) ''(l{{e'^{{e'^)))=~''l^'~\{an)). [t=:^ r{cosp ^sf^lsïnp)], 
OU, ce qui revient au même, 

(57) £. ((e=f(e^)))=r ^^ ((|'(0)). 

A l'aide de l'équation (Sy), on déduira sans peine de la formule (i i) 
(p. 126) de nouveaux résultats dignes de remarque. En effet, si, dans 
la formule dont il s'agit, on pose /(s) = e^f(^*), on en tirera 
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puis, en ayant égard aux équations (55) et (57), on trouvera 



(v'-i f [Rf(ReW->)_ro|-(/-.eW-')]c/'»Fîar^ 

i /»R _^ (R) (|>; 



La formule (59) suppose évidemment que la fonction 

(60) ({reP'f-~^)=i {[/-(cos/^-i-v^^sin/?)] 

conserve une valeur unique et déterminée, tant qu'elle ne devient pas 
infinie, au moins pour toutes les valeurs réelles des variables r, p 
comprises entre les limites r= To, r= R, ^=/)o, /> = P. Si Ton pose 
dans la même formule 

ro=o, • R=:i, /? — o, P = 7r, 

on obtiendra la suivante : 

(6.)v/=^/ eP^-^f{eP>/-')dp+ [f(r)-,-(-r)]rf/— arty/-! ( ((f(0)), 

que Ton peut encore écrire comme il suit : 

eP^-^i[eP^-^)dp = ^r^i f(r)é/r-i-2it J ((fCO))- 

Si Ton posait, au contraire, p'==/)o-f- 271, on aurait 

et la formule (Sg) donnerait 

[R r(ReW-i)- r, (•(,.,eW-i)]e/'vPï^^=zz27: J (( |'(0 )). 

Cette dernière, dont les deux membres ont des valeurs indépendantes 
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de l'angle désigné par/?o» se réduira simplement à 

(64) f lRf{ReP>r^)^r,f{roePyr^)]ePyr^dp = 2T:'''y''' (( f(0 )), 

si l'on prend/?o = 'ï^' Enfin, si l'on prend ro= o, R = i,et si l'on admet 
que le produit t f{t) s'évanouisse pour / = o, on tirera de l'équa- 
tion (62) 

(65) reP^^ f{eP>/-^)dp=.2i:'''l'''' (( f(0 ))• 

Les formules (Sq), (61) et (65) coïncident avec des équations que j'ai 
données dans le Bulletin de la Société phibmathique de 1822, dans le 
XIX® Cahier du Journal de V École Royale Polytechnique y et dans le Mé- 
moire Sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. Il est 
essentiel d'observer qu'en évaluant l'expression 

(R) ^(P) 

(66) l^ ((f(0)), 

comprise dans le second membre de l'équation (Sg), on devra, si r^ 
n'est pas nulle, réduire à moitié chacun des résidus relatifs aux va- 
leurs de la variable /, qui, étant propres à vérifier l'équation 

(67) j^ = o. 

auraient pour module l'une des quantités positives r©, R, ou correspon- 
draient à l'un des arcs />ot P- C'est une convention que l'on est forcé 
d'admettre, si l'on veut que les formules 

(R) ^(P) (p) ^(P) (R) ^<P) 

(68) l^ ((f(0))= £. ((f(0))4- l^ ((f(0)), 

(ro)^/>.) (''tl^i/».) (p)^lA»o) 

(R) ^(P) (R) ^(CT) (R) _(P) 

(69) £. ((f(0))= £. ((r(0))H- ^ ((f(0)) 

(ro)^p.) (r»)^;»,) (ro)^-'ici) 

s'étendent au cas même où quelques-unes des racines de l'équa- 
tion (67) correspondraient soit au module p, soit à l'arc gj. De plus, 
pour que ces formules subsistent dans le cas où la valeur numérique 

OEuvres de C. — S. H, l. VI. 34 
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de la différence P — />© devient égale ou supérieure à u, il faut évi- 
demment supposer que la notation (G6) représente alors la somme des 
résidus relatifs aux divers systèmes de valeurs de ret de/? qui rendent 
Texpression imaginaire 

(70) / = r(cosp-+- v'^—^sin/?) 

propre à vérifier Téquation (67); d'où il suit que, dans cette somme, 
le résidu relatif à chaque racine devra être multiplié par le nombre nu 
s'il existe, entre les limites /?o» P» ^ aï'cs différents correspondants à 
cette racine. Si un ou deux de ces arcs se réduisaient à Tune des 
limites />o» P» il faudrait remplacer le coefficient m par m — ^ dans le 
premier cas, parm — i dans le second. Ainsi, par exemple, dans la 
somme représentée par la notation 

(7') l, ((f(0)). 

un résidu relatif à une racine négative de l'équation (67) prendrait 
pour coefficient l'unité, quoique cette racine répondit à la fois aux 
deux arcs /> = —';:, /> = ^-i:. Ajoutons que, pour étendre la for- 
mule (56) à toutes les hypothèses que l'on peut faire sur les valeurs 
des racines de l'équation (67), il est à propos d'exclure toujours de la 
somme représentée par la notation 



(72) L ((f(0)) 

(0) l/»o) 



(R) ^(T) 

le résidu correspondant à une valeur nulle de / = e' ou, ce qui revient 
au même, à une valeur infinie et négative de la variable z. Ces diverses 
conventions étant admises, on reconnaîtra sans peine que la for- 
mule (59) continue de subsister : i** lorsque la valeur numérique de la 
différence P— />o devient supérieure à 21:; 2® lorsque la limite h 
s'évanouit. 
La formule (65) fait dépendre l'évaluation de l'intégrale 

(73) / eP^^' i[ePy/^')dp 
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de la recherche des résidus de la fonction f (/) correspondants à celles 
des racines de l'équation 

*'" rTô=° 

qui présentent une valeur numérique ou un module inférieur à Tunilé. 
Elle fournit, comme la formule (33) de la page i35, les valeurs d'un 
grand nombre d'intégrales définies, et peut se déduire directement de 
la même formule, ainsi qu'on va le faire voir. 
Si, dans la formule (33) de la page ï35, on pose 

on aura 

Si l'on substitue maintenant à la variable imaginaire s une autre va- 
riable imaginaire /, qui soit liée à z par l'équation 

(76) i±£>^ = / 

ou 

(77) -'=;^v'"^ 

et aux variables réelles/?, rpar la suivante 
(78) /i= r(cos/?H- v/--i sin/>), 

r étant positif, on trouvera 



(79) 



(80) 



[' I — rcos/? — v^ — I rsin/? / — 
I -+- r cosp + v^ — I r s\np 

arsinp i — r' , - 

— c. j i/ I 

(1-4- /•cos;d)*-4- (rsin/?)* (i 4- rcos/^)'-+ (/sin/^)*^ ' 

r dz I 

i-{-z^ de ~ 2^v — 1 



Digitized by 



Google 



268 SUR LES LIMITES DU SIGNE 6 

Or il résulte évidemment de l'équation (79) que les diverses valeurs 
de s, dans lesquelles le coefficient de v^— i reste positif, correspondent 
aux diverses valeurs de t qui présentent un module r inférieur à 
l'unité. Par conséquent, on tirera des équations (49) et (74) 

<«■) .x((r^r(:^)))=^::;c(m> 

et la formule (75) pourra être réduite à 

Si l'on fait dans cette dernière 

(83) i5=itang^, 

on aura 



— cos— -+-1^— I sin- 

I -h-sv — I ___ ^ 2 



dz 



(84) '_-^-:^j= = —- — — - =eW-i, •^-^^^, = -dp, 



2 * a 

et l'on conclura de la formule (82) 

puis, en remplaçant la fonction f(^) par le produit ti[t), on retrou- 
vera la formule (65). 

L^équation (85) peut encore s'écrire comme il suit 

11 est essentiel d'observer que, en évaluant l'expression 

• ZCM))' 

on devra réduire à moitié chacun des résidus relatifs aux valeurs de 
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la variable / qui auront Tunité pour module ou pour valeur numé- 
rique. Ajoutons que les formules (81), (85), (86) doivent être res- 
treintes au cas où le résidu partiel 

s'évanouit. Si ce même résidu acquérait une valeur différente de zéro, 
alors, en excluant de la somme représentée par la notation (87) le ré- 
sidu correspondant à une valeur nulle de /, on obtiendrait, à la place 
des formules (81), (85), (86), de nouvelles équations, savoir 

Enfin, si la fonction f(/) prend une valeur finie pour / = o, les for- 
mules (90) et (91) pourront être réduites à 

'->£'(«"-^)*='"['<»'-X.,(('-^))]- 

,,3,x"r.(.'fi)v(--).,=4,.,v;;c,(('*/'))]- 

Nous terminerons cet article en montrant quelques applications 
des formules (85) et (92). 
Faisons d'abord successivement 

(94) f(0==f(5-4-0, 

(95) r«)=t<'±i>. 

s désignant une constante réelle ou imaginaire, et f(/) une nouvelle 
fonction de t qui conserve une valeur finie pour toutes les valeurs 
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réelles ou imaginaires de t dont les modules sont inférieurs à i*unité. 
Les formules (85) et (92) donneront 

(96) / f(5-+-e/'V^)^/?--27rf(5), 

(97) Te "P^ '({s + e>'s'-^)dp= - -7— ^'4P. 

^^^ ^ J ^ ^ ' ^ I .3.3. . ./l f/j" 

Si l'on fait en particulier î[s) — e", on tirera de la formule (97) 

(98) X» = ^-^-- Ce 'P^'e^'^-'dp; 
et, par suite, en supposant Ar = A, 

(99) A«^«=^i^-^-^--- r"(c*<'*^^-i)"e »''>rî«.p^-rf^. 

*^ — 1C 

Si, dans la formule (96)» on réduit la constante 5 à zéro, on aura sim- 
plement 

OU, ce qui revient au même. 

Concevons maintenant que l'on fasse successivement 

(.02) |-(o= ^<'^ 



(io3) |'(0=-- 



I — st 

T{t) 

) 

S 

I 

t 



s désignant toujours une constante réelle ou imaginaire, et la fonction 
f(^) étant assujettie à la condition que nous avons indiquée. On tirera 
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de la formule (92) : ï** en supposant la valeur numérique ou le module 
de s inférieur à l'unité, 

-^ ^ dp :=2T:f{0), 

(100) / — '■ -Ldp=2'nt(s); 

2° En supposant la valeur numérique ou le module de s plus grand 
que l'unité, 



••-' — ^ 



(107) / — ^ j^dp—o 



Si la valeur numérique ou le module de s devenait égal à l'unité, alors, 
en réduisant chacune des intégrales prises entre les limites —'ît, -i-t: 
à sa valeur principale, on tirerait des formules (85) et (92) 

JAf L^dp:=.TA{s), 

Si l'on combine, par voie d'addition et de soustraction, les formules 
précédentes, on en déduira immédiatement, quel que soit s, les valeurs 
des intégrales 

J^ I —25 COSp -h 5^ 2 



' 



r'" ___ss\np__ f(eP\/^) — f( e-Av^) ^ 

J l — 2SC0Sp + S' 3 y/1117 

i r( '—^ ' \ç{eP^-i)dp; 
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et, par suite, en ayant égard à Téquation (loi), les valeurs des inté- 
grales 

r"" î{epyn )- ^{[e-p>n) dp ^ 

J^ a I —as cos/? -h 5* * 

J^ a 1 — 25C0Sp -i-5*' 



«/ A 



f(e/'v^-i) — f(e-''^) sinp dp 

sTv'— ï I — a s cosp -h 5* 



On trouvera de cette manière : 

1^ En supposant la valeur numérique ou le module de s inférieur à 
Tunité, 

(iio) f" ï{eP^^)^ï{e-P^^) dp ^^f(s) ^ 

y^ a I — as cos/> -h 5* i — 5* ' 



(III) 



r f(eW-') + f(e-W-') cosp dp ^ n [l+J^ls) - Uo)] 

J^ a I — 2icos/> + j* aiLi — s' J' 

J^ av/— I 1 — a5cos/)-+-s* as»- ' ^ '■" 



2"^ En supposant la valeur numérique ou le module de 5 supérieur à 
l'unité, 

Jq 2 I — ascos/>-4-5' s*— I 



1 y^ a I — ascosp-hs' asLs* — i \s J J' 

'i3) { _ _ 

^y ay/— I i — a5C0S/>-+-5* a5|_\5/ J' 

3^ En supposant la valeur numérique ou le module de s égal à 
l'unité, et chaque intégrale réduite à sa valeur principale 
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I ./, a I — 2îcos/> + i' 4*1 — s' L^ -^ \«/J as ' 

Il est bon d'observer que, pour tirer les formules (i 12) et (m 3) des 
formules (no) et (11 1), il suffit de remplacera par -• De plus, si Ton 
pose ^ = d: I dans la seconde des formules ( 1 1 5 ) , on trouvera 

1 Ao. |^("^)-:(-'^).,^„tr(,)-f(o)i. 



(116) 

a s/. 



( r»ang^ ^(-''-^)7i[---^) ^^ = .[f(o)-f(-)]. 



Ajoutons que Ton pourrait déduire directement les équations (mo), 
(i 1 1) et suivantes de la' formule (86) ou (91) en posant successivement 



1(0= ^^^.. f( 



„ . ('=^0'"> ^„, ('-0"" 

(,_„)(,-!) " (.-«)(.-9 ^*('-7) 

Si Ton posait, au contraire, 

n désignant un nombre entier quelconque, la formule (91) détermine- 
rait immédiatement quatre des six intégrales 

, , r /f(^''v^^)+f(e-w^) _ 

(117) J cosV-^^ -^ -dp. 



/ 



r^ 2 I — 2SC0Sp -i-S'' 



r . n f(e/'vCT) + f(e-W-) 
I sm"/" ^ 



(ri9) j sin"/? '-^^^-^ — ^"^'^" ' ' — -dp, 





0£i«'/-««f«rC. — s.n,t.vi. 35 
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^f(ePV~) + f(e-Pv^~) sin"/) dp 



f 



(I20) 

^ ' '^ 2 I — 25C0Sy^ -H5- 

(121) / sinV^^ —r^- -dpy 

(122) ' ^ ' ^ ^^ 



•^0 



21/ I I — 25C0S/>4-5* 



savoir, les quatre premières pour des valeurs paires du nombre n, et 
les deux premières avec les deux dernières pour des valeurs impaires 
du même nombre. 

Si, après avoir remplacé, dans les formules (io4), (io5), ..., ^ par 
±:s\l — i,on combine ces formules entre elles, de manière a faire dis- 
paraître les imaginaires, on en déduira sans peine les valeurs des inté- 
grales 

3 rf(a.v^)-^f(e-.V^,)/ . . j \ 

rff.w^)-j(g^vg)/ . . — ^ 

Jq 2v/'~i \i — 25Sm/^-i-5* ï-\-2ss\np-hs^J 

( I 25 ) / — -^^^ : i H ' i COS/? dp, 

^ ^ J 2 \l — 2SSll\p-^S' î -h2ss\np-hs-j ^ ^ 



( I 26) / ,— ■• —, : i COSp dp, 

^ J^ 2v/— I \I — 25Sin/>-h a' I -h 25Sin/> 4- a-/ 

et de plusieurs autres. 

On peut déterminer immédiatement, à l'aide des principes que nous 
venons d'exposer, les valeurs des six intégrales définies 



(127) 



l r"f (eW-^4- f(e-^v/^] _^ ,, ^„ _ 71 



COSpdp i=:z - f'(0), 



2 ■ - 2 



' •/ 2 y/— I 



^xnpdp = - r(o), 
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ff<;/.v^) + f(e-pV=î) . f(^/— [)_f(_y/irï) 
^ sècp dp —n -ii - - 



275 



" f(ePv/-i)_f(e-|.>/-i) 

2 v' — I 



coséc/>^/>=7r 



2 v^— I 

f(i)-f(-i) 



lang/? û^ 



=.[;ivEi 



=^) + f(-s/-T) 



r(o) 



]■ 



IX'"'""^i7â'"""'' "■"'*='' [^^'—' -'«■)] 



En effet, on déduira les formules (127) des équations (i 1 1), en posant 
^ = 0, et la seconde des formules (128) ou (129) des équations (116) 
combinées entre elles par voie d'addition ou de soustraction. Ajoutons 
que, pour obtenir la première des intégrales (128) et la première des 
intégrales (129), il suffira de réduire la constante ^ à l'unité dans les 
intégrales (i^S) et (126). Au reste, on parviendra directement aux 
équations (127), (128) et (129) si, dans la formule (86) ou (91), on 
remplace la fonction f(/) par l'une des suivantes : 

(,..),(„. (,-l)r„„ ^, M.. -ir(0, ^r<„. 

'•*•? '-7 ' + 7 '-7 

Les diverses équations que nous venons d'établir, à l'aide des for- 
mules (85) et (92), peuvent se tirer, pour la plupart, du théorème de 
M. Parseval. Plusieurs de ces équations étaient déjà connues et s'ac- 
cordent avec celles qui ont été données par M. FruUani, dans un Mé- 
moire publié en 1819, par M. Guillaume Libri, dans le tome XXVIII 
des Mémoires de r Académie de Turin, enfin par M. Poisson et moi, dans 
le Bulktin de la Société philomathique rf^ 1822, et dans le XIX* Cahier du 
Journal de l'École Polytechnique. Si, pour fixer les idées, on réduit la 
fonction f(/) à l'une des suivantes 

- (^y. K^')' 'B-')' ■(^)' 

et, si Ton remplace : 1^ la lettre s par la lettre r; 2^ la variable p par 
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2/1, on déduira des formules loU , (loG , (107, ... les résultats con- 
tenus dans la page 39 du Mémoire sur les intéj;rales définies prises 
entre des limites imaginaires. 

Lorsque, dans la formule '93 , on remplace p par 2/1, elle donne 



(i3o) 






'(•(gtpv'-i; — f'e^'-P^ ' , _r.V. 



'//'=- [i(o) -H ^_j:_-l-j. 



Cela posé, concevons que, f^.r) et F(x) désignant deux fonctions 
réelles et entières de la variable x, et a une constante dont la valeur 
numérique ou le module soit inférieur à Tunité, on substitue à la fonc- 
tion !'(/), ou le rapport 



(i3i) 






ou Tun des produits auxquels on par>ient en multipliant ce même 
• rapport par Tune des expressions 

(-:-)'• m- (i^;.r- i^} >{^\ '(;--;)• 

I — __ I , I I _ _ 1 , , -, .... 

'-7' " ' '-r^^ '{'-) (-')■(-:-) 

On tirera successivement des formules (93) et (i3o) 
(i3.i) / ;, '— cos''pcos an dp =--—,{ J-\ -{- J --- — = — y — ^^ — .-,,:' ■ , 

. „,. r^f(cos2/» ., /- \, - U(o') '"p"" ^'"^^" ^ ây'^r )]/ 

(i3.'») / p '—sWpcosal P ) "P — —m '. î^T--. -^ ) —r? — r '7 — ^ — v -, ; ; - •, 



<(^[K-0]))^ 
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2C0S 



_7r iJXo^ (Djjwl 



'(('->■ ■'[K-7)]))i 



.... /•^ f(cosap) TT f(0) /l\ "'p'^' ^ 2 j^ UV'+ZJJ 



(■37) f 



f(C0S2/)) 
T 'F(CÔS3^) 



1 s'inpdp: 



a f(o)'Vq; 



(("[K-O])) 



(O)'^(- 



■"^'-"'iHiHm 






(I) ^(t:) 



/ o X r f(cos2/?) ^ , sina/> , tu **' p 



(i + O'^f 



sin/> 



('4o) (* 



F(cos2/>) siii2y> "~ (0)^(- 



(Oj'^-^i-Tr) 



■m' 



[^(--7)1)) 



(("■- 



)F 



[K-0] 



))■ 



Jr*f(C0S2/>) 1 COSp , 

^ F(cos2/^) p^-i-(\cospy ^ 



TT ) f(o) I <») p<«) 



ÎJFW,(i) .-.-.((,(li.<),[i(,^l)]))) 



ix 



* f(cos2/v) /?lang/? 
'^^ F(C0S2^) ^*-+-(lcos^) 



,dp 



7r' f(o) 



T'i^ 



'""'-"'<->'(^)((4K-0J))f 
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Il est essentiel d'observer que les formules (i33), (i34) et (i3()) 
peuvent être étendues à des valeurs positives quelconques de la con- 
stante a. 

Lorsque, dans les équations précédentes, on réduit les fonctions 
({x) et F{oc) à Tunité, on en conclut 

(i43) / cos'^p cos ap dp ^= -^^, 

(•44) J sm''p cos a (^^-pjdp=^^, 

(i45) / langVrf/?rz: '!! — , 

^ 2C0S 

2 

(i46) / \cospdpz= -\(-jy 

TZ 

(.47) jr'lsin/>rf/>=^l(i). 

•JZ 

(i48) / \iî\ngpdp — o, 

(i49) / cos"-> . ^ dp=i r J -^ ^=-, 

(.50) ^4^=00, 

TT 

r ' 1 cos/> 71 r f '>)p"^' I _7r| ^1 



X"7^^.* = 



ICOS/?)* ^ 2i(2) 



Si Ton posait, dans l'équation (i/|5), Umgp — x, et si Tony remplaçait 
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a par a — i , on retrouverait une formule d'Euler, savoir, l'équa- 
tion (5o) de la page i4o. On doit au même géomètre la formule (i47)» 
de laquelle on déduit sans peine les équations (i4G), (i48); et, à 
M. Poisson, les formules (i43), (i5i), (i52). Ajoutons qu'on peut tirer 
la formule (i44) de l'équation (i43), et que l'intégrale 






sin2/? 



a évidemment, comme l'indique la formule (i5o), une valeur infinie. 
Quant à l'équation {i49)> qu'il est facile de vérifier directement toutes 
les fois que la constante a se réduit à un nombre entier, elle offre cela 
de remarquable, qu'on peut y faire varier arbitrairement la constante 
dont il s'agit, sans que le premier membre cbange de valeur. 

L'intégrale (i4o) est l'une de celles dont j'ai appris à déterminer les 
valeurs dans un Mémoire approuvé par l'Institut, sur un rapport de 
M. Legendre, daté du 7 novembre 1814. Si Ton remplace f(ar) par 
(i — .r') f(a7), cette même intégrale se transformera dans la suivante : 

(io3) / :r^. —-psin2pdp. 

Les équations (i32), (i33) et suivantes supposent, comme les for- 
mules (93) et (i3o), que l'expression (i3i) conserve une valeur finie 
pour une valeur nulle de /, ce qui arrivera nécessairement si, dans la 

fraction rationnelle 

f(>r) 
F(x)' 

le degré du numérateur est inférieur ou égal au degré du dénomina- 
teur. Si le contraire avait lieu, les intégrales comprises dans les équa- 
tions (i32), (r33)et suivantes pourraient facilement se déduire, non 
plus de la formule (93), mais de la formule (91). Ainsi, par exemple, 

si l'on prenait 

f(a:)=:d?'« et F(.r) — r, 
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m étant un nombre entier quelconque, le premier membre de la for- 
mule {i32) se réduirait à l'intégrale 



Xcos"*/? dpf 



et, pour déterminer cette intégrale, il suffirait de poser, dans la for- 
mule (91), 

On trouverait ainsi 

(•54) r''''"'^''^=^^l^iâ^- 

D'ailleurs, le coefficient de -> dans le développement de 

( I 4- ^^ )"* I m I m (m — i ) i 

est évidemment égal à zéro, lorsque m désigne un nombre impair, 
et à 

\ 2 / I .2.3. . .( 



.{m — I ) m 



.2.3. . . — 
2 



dans le cas contraire. On aura donc, pour des valeurs impaires de m, 
(i55) / cos'"pdp = o 

et, pour des valeurs paires de m, 

r -r>. C'^ m ^ ^ i.2.3...(m-i)/n 1.3.5. .. (m — i) 

ce qui est exact. 
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Supposons encore 

f(ar) = i~^S F(;r)r::i. 

L'intégrale (i4j) deviendra 

Xp col/? dp^ 

et sa valeur» déduite de la formule (91), sera 
Concevons maintenant que l'on prenne successivement 

(l58) f(0=:iM, 

(i59) f(o = -il^, 

s désignant une quantité positive» et f(/) une fonction qui conserve une 
valeur finie pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de t dont les 
modules sont renfermés entre les limites o, 1. On tirera de la for- 
mule (92) : i*^ en supposant ^< 2tc, 

(160) / -— -± —L—dp:= f(0), 

^ ' J ^*(co.ii+>Fî.inp)_i ^ S ^ ^ 

(161) / = 7-^ — dpz=: — : '(Q); 

2** En supposant s = 2tc, 

r" eP^Plf(_e.vP■) f(v/Z:7) h- f(- y/^l). 



eP>F^î[eP^^) 
GEtfFrM de C. — S. H, t. VI. 36 



Digitized by 



Google 



282 SUR LES LIMITES DU SIGNE C 

3" En supposant s compris entre les limites ait, ^tz. 

En général, si Ton suppose s= 2/iu, n étant un nombre entier quel- 
conque, on trouvera 

I — ir 

^ , [f(o)-Hr(-;v'-)-'(|v^)+--^(/^) [ 

1 +f(-^»/^)-<-^v'-)--;'(-V-)j' 

Si, au contraire, on suppose la quantité s renfermée^n\ ^^^ '«* ''""'^s 
2/nr, 2(/n- i)Tr, on aura S 



(i66) 



('67) 



\ 



de / 



(i68) 






('69) . 

2 
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Si, dans Téquation (169), on remplace s par —y et f(/) par f (-)' on 
obtiendra la formule 



) / - — 

(170) / ^-w e s 



eP^î(-eP^-^\ 



(«In/) — i/— icosp) 

— I 



dp 



r^-^[f(o)-hf(i) + f(2)-+-...-+-f(/i)-+-f(^i) + f(-a)-h...4-f{-/e)], 

qui subsiste pour toutes les valeurs de s renfermées entre les limites 
^ = -> s= — — . On aura donc, par suite, 

f(- n) -h f(-. /n- i) -h...-+- f(~ 1) -h f(o) -h f(i) 4-.. .-h f(/i -i) -h f(/0 



(17O __v/3ï /^^ ep>r^f(iep>r^) 






SlDD — ^— ICOip) 

we ' — I 



^/?, 



et Ton en conclura, si la fonction f(/) est réelle, 

f(— n) -h f(- n -M) 4-. . .4- f(— i) H- f(o) -f- f(i) 4-. . .+ f(/i - i) + f(«) 

.. e^"'"%in/>-sin(/.~3^cos/.) ^(j^"^^) "^ ^ (j ^"''^O 



— 1 /* 



, . y ^ — 2 cos — cos ) H- e ' 

(172) ( V 5 V 

fit 

,7C C 



rf). 



^- j*'*"''cos/?-cos^/?-^cos/?) f(j^"^~')-^(j^"''^) 
•/-we' — 2C0s( — cos/?j-+-e * ^ 

Les formules (171) et (172) supposent, Tune et l'autre, la valeur de s 
comprise entre les deux nombres -> ' - Le premier membre de 
chacune d'elles se réduit à la somme 



(173) if(0)4.f(l)4-f(2)+...-+-f(/l), 



Digitized by 



Google 



284 SUR LES LIMITES DU SIGNE C 

dans le cas particulier où Ton a 

(174) f(/) = f(-o. 

Si, pour fixer les idées, on pose, dans la dernière de ces formules, 

f(0 = <"" ou t{t) = &"*, 

m étant un nombre entier quelconque et a une constante arbitraire, 
on trouvera successivement 



tic 

('75) 



/,\«m-i /•««' **"''sin(2m4-i)/?-sinr(amH-i)/>--^cos/?j 

= (7) / ï^, ; — - — ^ ïir; '^P^ 

•^-« €?■ — acosi — cosp\-\-e ' 

[ i -+- e« -^ e*« -+- e'*» 4- . . . 4- e»'» 
I ^ 

176)/ i^e* sin(/?4- -^sina/?) — sm(/?-h -sm2/> cos/?) nco«»p 

I "^ - « e * — 2 cos ( — cosy? j 4- e ' 

Supposons encore que l'on prenne successivement 

('77) r(0= ^T^— Tn' 

^('78) f(0 = î^^-^^,, r^' 

f(/) désignant une fonction qui conserve une valeur finie pour toutes 
les valeurs réelles ou imaginaires de /, différentes de zéro, et dont les 
modules sont renfermés entre les limites o et i. Alors Téquation (91) 
fournira immédiatement les valeurs des deux intégrales 



^ ^^^ J^ 2 e"*^o*/'-i-2COs(25sin^)4-e-*'««»''' 



(180) 



r''ç{eP^^)-hf{e-P>r^) dp 



'r{ePyr^)-\-î{e-Pyn) dp 



gisco,p^2 cos (25 sin/?) -h e-^*'^*p 
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Ces dernières intégrales comprennent, comme cas particuliers, celles 
que M. Poisson a déterminées à la page 494 du XIX^ Cahier du Journal 
de l'École royale Polytechnique. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les applications des for- 
mules (85), (91), (92), etc. Nous en avons dit assez pour faire voir les 
avantages qu'elles présentent dans la détermination des intégrales dé- 
finies. 
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SUR LA. RÉSOLUTION 



DE 



QUELQUES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES 

EN NOMBRES ENTIERS. 



§ l°^ — Résolution en nombres entiers des équations homogènes 
entre deux variables. 

Soit 

une fonction homogène des deux variables x, y. L'équation indéter- 
minée 

(I) F(^,7) = o 

pourra être facilement résolue en nombres entiers. En effet, si Ton 
pose y =px, cette équation deviendra 

et il ne restera plus qu'à résoudre cette dernière par rapport k p. Si 

l'équation (2) a des racines réelles et rationnelles, et si l'on désigne 

par 

M 

N 

une quelconque de ces racines réduite à sa plus simple expression, on 
vérifiera l'équation (i) en posant 

y M 
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et, par suite, 

(4) x = m, J = A:N, 

k désignant un nombre entier choisi arbitrairement. 

Exemple. — Supposons que, les quantités réelles A, B, C ayant pour 
valeurs numériques des nombres entiers, on propose de résoudre 
Téquation indéterminée 

(5) A^*-i-Ba?/-hCj*=:o. 

On en tirera 

(6) Ah-B/? + C/>« = o 
et, par suite. 



, . y — Bihv/B» — 4AC 

Donc l'équation (5) ne pourra être résolue en nombres entiers que 
dans le cas où B^ — 4 AC sera un carré parfait. 

§ IL — Résolution en nombres entiers' de l'équation homogène 
du premier degré à trois variables. 

Soit donnée à résoudre Téquation indéterminée 
(i) au-^ bv -\- civz=o, 

a, 6, c désignant trois quantités entières, c'est-à-dire trois quantités 
réelles qui aient pour valeurs numériques des nombres entiers, etw, 
r, w trois inconnues. Si Ton exclut, comme on peut toujours le faire, 
le cas où les trois quantités a, 6, c ont un diviseur commun, on recon- 
naîtra sans peine, non seulement que l'on satisfait à l'équation {\)oj\ 
prenant 

i" 

( wz=zan — bm, 



u z=zbr — en, 
( 2 ) } V zzLcm — ar^ 



m^ n, r étant trois quantités entières, mais encore que les valeurs 
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précédentes de m, f', w offrent toutes les solutions possibles de la ques- 
tion proposée. En effet, désignons par U, V, W un quelconque des sys- 
tèmes de valeurs entières de w, (^, w propres à vérifier l'équation (i), 
en sorte qu'on ait 

(3) aU-h6V-hcW = o. 

Soit d'ailleurs CD le plus grand commun diviseur de a et de 6; 
CD, par hypothèse, ne pourra diviser c, et, en conséquence, W devra 
être divisible par cD. Il en résulte immédiatement qu'on pourra trouver 
des quantités entières M et N qui satisfassent à la formule 

(D CD (D 

ou, ce qui revient au même, à la suivante : 

(4) W = aN — 6M. 

De plus, si l'on élimine W entre les équations (3) et (4), on en con- 
clura 

a(U-+-cN)=:^^(cM~V) 

ou, ce qui revient au même, 

(5) |(U-^cN) = |(cM-V); 

et, comme — > — n'auront pas de facteurs communs, on tirera évidem- 
ment de l'équation (5) 



ou 



(6) U=:^R-cN, V = cM~|r, 

R désignant une quantité entière. Enfin, c et (D n'ayant pas de facteurs 
communs, on pourra trouver encore deux quantités entières r et ^ qui 
vérifient la formule 

(7) R = CDr — C5. 
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Cela posé, les équations (G) donneront 

(8) u = ^^r-c(N + ^5), Vz^c^M-^l^^-e^r. 

Or il est clair que les valeurs de U, V, W déterminées par les for- 
mules (4) et (8) coïncideront avec les valeurs de w, ^, fv que Ton dédui- 
rait des équations (2) en posant 

(9) m:^M-+-^5, /i-N-t-^^. 

Donc ces équations fournissent toutes les solutions possibles de la for- 
mule (1). 

Si Ton désignait par Wq» ^0» ^0 un système particulier des valeurs 
de M, ^, w propres à vérifier Téquation (i), en sorte qu'on eût 

(10) auo -h bvo 4- cwq = o, 

on pourrait remplacer Téquation (i) par la suivante 

(il) a{u — Uq) h-6((' — ('0) -\'C(W'-Wq) — Oj 

et substituer en conséquence aux premiers membres des formules (2) 
les trois différences u — u^^ ^ — ^0» w — w^. Cela posé, les valeurs 
générales de w, ^, w se présenteraient sous la forme 

Iu T=.Ufi -^ br — criy 
ç =n\ -h cm — ar^ 
sv z=. sv^ -{- an — bm. 

§ III. — Sur la résolution en nombres entiers des équations homogènes 

entre trois variables. 
Soit 

une fonction homogène des trois variables x^ y^ z\ et supposons que, 
étant donnée une solution en nombres entiers de Téquation indéter- 
minée 

(ï) F(a?,7,^) = o, 

ORwres de C. - S. U, t. VI. ' 87 
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on propose de résoudre généralement la même équation. Soit 

(2) x=za, y = by z=zc 
la solution donnée, en sorte qu'on ait 

(3) F(a,b,c) = o, 

a, 6, c désignant trois quantités entières. Si Ton satisfait k l'équa- 
tion (1) par d'autres quantités entières ^,7, z, on pourra encore en 
trouver trois w, ^, w qui soient propres à vérifier les deux équations 

( au-\- bç -^cw=zo^ 

(4) 

desquelles on tire 

(5) 



cy — bz az — ex "^ bx — ay^ 

car il suffira de prendre pour m, ^, w les trois différences 

cy — bz, az — ex, bx — a/, 

OU, si l'on veut qu'il n'existe pas de facteur commun aux trois quan- 
tités Uy V, w, les quotients qu'on obtiendra en divisant les mêmes 
différences par leur plus grand commun diviseur. Si maintenant on 
substitue dans l'équation (i) la valeur de z tirée de la seconde des 
formules (4)f on trouvera 

(6) F(..^.-f-^^-^) = o, 

OU, parce que la fonction Y[xy j, z) est supposée homogène, 

(7) ¥[wx, wy, — (« j? -h vy)] r= o. 

De plus, comme on vérifie l'équation (1) et la seconde des formules (4) 
en prenant a? = a, y = 6, 5 = c, on aura encore 

(8) F [ira, %vb, •— {tia-^ vb)] = o. 
Enfin, si l'on pose 

(9) i=p, ^=p, 

X a 
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les formules (7) et (8) donneront 

(10) F[w^MP7?, ■— (w4-t^/>)] =0, 

(i i) F[w, trP, — (m + ('P)] = o. 

On aura, par suite, 

(12) ¥[WyWp, — {u -t- vp)] — ¥[WywP, — (u-hi^P)]=^o. 

Ajoutons que si Ton fait, pour abréger, 



(i3) {\(x,y,z)=z 



dx 



et si Ton désigne par SX, le degré de la fonction homogène F{x,y,s), 
on aura, en vertu du théorème des fonctions homogènes, 

(i4) ^ 0(^,r, -) -t-r X(^,/, z)-hz W(a^,y, z) = ^ ¥{x,y, z) 

et, par suite, 

(i5) a^(a, ^, c) + bX{ayb,c)'\-cW{a, b,c)=zo. 

Cela posé, il est clair qu'on vérifiera la première des formules (4), non 
seulement en supposant 

(16) u=zbr — cn, vzizcm — ar, iv=:an — bm^ 

mais encore en prenant 

(17) w — 0(a,6,c), v = \(ayb,c)y w = W(a,b,c), 

et, plus généralement, 

Ia r= <t (a, b, c) -h br — aiy 
V =: X (a, by c)-^cm — ar^ 
w = W{ay byC)-\-an — brriy 

nty n, r étant des quantités entières quelconques. Il ne restera plus qu'à 
examiner si l'on peut disposer de w, n et r de manière que l'équa- 
tion (12) fournisse des valeurs rationnelles de p autres que p = V. 
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Dans tous les cas où cette condition pourra être remplie, la méthode 
précédente fournira de nouvelles solutions de Téquation (i . En elFet, 
pour chacune des nouvelles valeurs rationnelles de /?, on tirera facile- 
ment des équations 

iV \ il' / 

OU, ce qui revient au même, de la seule formule 

.r V 5 

{'?A) _— ^^ , 

H' i%'p — M — Vp 

des systèmes de valeurs entières de x, y, 5; et il est clair que chacun 
de ces systèmes sera propre à vérifier l'équation (6), et par conséquent 
l'équation (i). 

Nous allons maintenant appliquer la méthode qui précède aux équa- 
tions homogènes du second et du troisième degré. 

§ IV. — Sur la résolution en nombres entiers de Véqivation homo^èm 
du second degré entre trois variables. 

Quoique le problème qui va faire l'objet de ce paragraphe puisse 
être ramené à une question connue, savoir, à la résolution en nombres 
rationnels d'une équation indéterminée du second degré entre deux 
variables, il nous a paru convenable de montrer comment la méthode 
ci-dessus exposée s'applique au problème dont il s'agit. 

Soit donnée à résoudre en nombres entiers l'équation 

(i) Aa?« -h Bj» 4- C3« -h Djz -h Esjc + Fxf=io. 

On aura, dans ce cas, en adoptant les notations du § III, 

(a) F(a7,7, z) — \x- 4- Bj» -+- C5« -+- Dyz -h Ezx -h Fxy, 

I 4^{x,y,z) — 2kx-hEz -f-F/, 
(3) j X(x,y,z)^2By^¥x-hDz, 

\ W{x,yyZ)=:2Cz -f-D/H-Ex. 
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Donc les valeurs générales de m, r, «^ pourront être déterminées,' non 
seulement par les formules 

( 4 ) iizzibr — c/^, p =: cm — ar, \v = an — bni, 

mais encore par les suivantes : 

/ H :=:2Aa+Ec -h ¥ b -f- br —en, 

w=ziCc -+-])6-hEa4-«/i — bm. 
De plus, l'équation (12) du § III donnera 

(6) (;? — P)[(Bt»'= — DHP + Cç>»)(;>+P)-hFfT'«— (Ev'-+-D//)<»'-+-2C//r] = o. 

Or on satisfait à l'équation (6), non seulement en prenant /> = P, 
mais encore en supposant 

et cette dernière valeur de p est évidemment rationnelle. Donc, lorsque 
l'équation (i) admet une solution, elle en admet pour l'ordinaire une 
infinité d'autres. 

Si l'on remet, dans la formule (7), au lieu de P sa valeur -> on 
aura 

puis, en ayant égard aux équations 

l au -^ bv -^ civ ^z. o, 

(9) 

( Aa« + B^« + Cc«-t-D6c + Eca-t-Faô = o, 

on trouvera 

.• /_ __ «(Aiv* — E//tv-hCM*) 

En effet, si l'on élimine c entre les équations (9), on aura 



(II) 
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Or, il suffit évidemment de recourir à la formule (i i) pour déduire la 
formule (lo) de l'équation (8). 

La méthode par laquelle nous sommes parvenus à Téquation (lo) 
donnerait également la suivante : 

z _ «(At'«-F//r-hB««) 
Or il est clair qu'on vérifiera les équations (lo) et (13) en posant 



(i3) ^r=^ 



a 
C«' — Ecrii-h Air' 



_ Ar« — F/if^-*-Btt« 
c 



Il suit de la formule (11) que la valeur de ^r, donnée par la première 
des équations (i3), est entière, du moins quand aetJ) sont premiers 
entre eux. On doit en dire autant des valeurs de y et de z. Ajoutons 
que, pour obtenir toutes les solutions possibles de l'équation (i), il 
suffira de recourir aux formules (10) et (12) ou, ce qui revient au 
même, à la suivante 

(,4) ^" - ^^ ^" 



Biv« — b^w 4- Ci* ~ Cu* — Eivu ^ \iv*-~ Ar* — Fi/r -h Ba*' 

et d'y substituer pour a, r, ^v tous les systèmes de valeurs entières 
que peuvent fournir ou les équations (4) ou les équations (5). A cha- 
cun de ces systèmes correspondront des valeurs entières des trois 
expressions 

, ., Bw' — Dviv-hCv^ Cm» — E«7/-+- Aiv« Ar* — Ewr + Bw* 
abc 

et, si l'on divise ces valeurs entières par leur plus grand commun divi- 
seur numérique, on parviendra immédiatement à l'une des solutions 
que comporte le problème dans le cas où l'on exige que les inconnues 
07, y, z n'aient pas de facteurs communs. 
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Exemple. — Concevons qu'il s'agisse de résoudre l'équation 

(i6) i\{x^ -\-y^ -\- z^) — i^(xy -h xz -{-yz) = o; 

on trouvera qu'elle est vérifiée par 

J?r=l, y=2, zz=.3- 

et, par suite, les valeurs générales de ^r, j, 5, tirées des formules (12), 
seront 



X : 



(ï7) tr = 



I 

, 



' - 3 

les quantités w, ç^, iv étant assujetties à vérifier l'équation 

(18) // + 2P + 3wi=0. 

On aura d'ailleurs, dans le cas présent, 

0(a, b,c) — — 48, X(a, 6, c) ==i - 1 2, ^(«, b, c) — i(^. 
On pourra donc prendre 

«=:~48, ç>=2 — 12, t»':=i-H24, 

ou même, en divisant par — 12, 

i/ =r 4, i'r^:!, »V nr — Cî, 

et, plus généralement, 

!u ^1= 4 -H 2 /• — 3 /i, 
p = I -t- 3 m — /•, 
fV=: — 2 + /1 — 2//Î, 

w, /^, r étant des nombres entiers quelconques. 

Si l'on suppose en particulier m = i , n = i , r = 2, on trouvera 

a = 5, p = 2, w= — 3, 
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et les formules (i4) donneront 

X -^ 5^, V -.— 83, z —- i53. 

Or elfectivement ces trois valeurs de x, v, z vérifient Téquation (i3). 
Il est essentiel d'observer qu'on pourrait remplacer les équa- 
tions (19) par les formules (4) qui, dans le cas présent, se rédui- 
sent à 

( 'ÀO ) u -- 2 /• — 3/1, r :=: 3 /Il — r, w =2 n — 2 /w. 

Si l'on pose, dans ces dernières, /7i = i,w = — i,r=i,on retrouvera 
les valeurs déjà obtenues pour w, r, iv, savoir w = 5, i' = 2, iv = — 3. 
Ajoutons que, pour trouver toutes les solutions possibles de l'équa- 
tion (16), il suffira de recourir à la formule 

, . .r 2V 3 s 

(21) 



i(i'* -h u'*) -h i4rir I i(iv* -h «*) -h i/|««'M II (m* -h i'*) -h 1 4"*' 

et d'y substituer pour w, p, w tous les systèmes de valeurs entières que 
peuvent fournir les équations (20). 
Si la formule (1) se réduit à 

(22) Aj:«4-B7»4-C5* — o, 

les équations (i3) deviendront 

a 

(23) < J=r ^— -, 

_ Ar«-hB/i« 

— 9 

c 

et les formules (5) donneront 

i u = 2Aa -h br — en, 

(24) ' V =2B^-i- c/n— ûfr, 

( w~2Cc -h an — bm. 
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On peut évidemment remplacer les équations (ac ) par les suivantes : 

l u =: ka-h br — CHy 

(25) < if ^=1 B b -h cm — af\ 

f w in Ce -h an — bm. 

Si Ton tire des formules (4) les valeurs de w, r, w pour les substituer 
dans les équations (23), on trouvera 

/ .r = (A/;i*-t- B/ï'4-C/*')a — 2//i(Aam H-Bô/î 4- Ce/-), 

(26) I j =(Am»4-Bn* + Cr«)^— 2/i(Aam-+-B6/i-hCc/-), 
( z =(Am«H-B/i»-hCr»)c — ar (Aa/?i + B^//ï -+- Ce/). 

Si, au contraire, on substitue les formules (25) aux formules (4), on 
aura 

/ x=:(Am«4-Bn«-i-C/' — ABC)a — 2/?i(Aa///-f B/^/i-hCcr)-+-2BC(c/i — br), 

(0.7) 1 /=z:(Am- + B/i*-i-C/-2 — ABC)^? — 2/i (Aa/n -h B/^/t 4- Ccr) + 2CA(ar —c/w), 

( 5 :r= (Am* H- B/i* -h Cr^ — ABC)c — 2r (A«/« -h Bbn -+- Ccr) 4- 2AB(^m — rtr/i). 

Il est facile de s'assurer que les valeurs de .r, y, s, données par les for- 
mules (26) ou (27), sont exactes; en effet, si Ton substitue ces valeurs 
dans le trinôme qui constitue le premier membre de l'équation (22), 
on trouvera, en partant des formules (26), 

(28) A^* -h Bj* 4- Cs' =z (Aa« 4- Bô* 4- Cc«) ( Am* 4- B/i«4- Cr«)«, 
et, en parlant des formules (27), 

(29) A^* 4- Bj' 4- C^- =: (Aa"- 4- B A« 4- Ce"-) (Am' 4;- B/i» 4- Cr» 4- ABC)-. 
Donc, si a, è, c vérifient la formule 

(30) Aa»4-B^?»4-Cc» = o, 

a:, y, 5 vérifieront l'équation (22). 

Si a, b, c, au lieu de vérifier l'équetion (3o), étaient choisis, de ma- 
nière que l'on eût 

(3i) Aa-4-B6»4-Cc«=:K, 

OEiwres de C, - S. II, t. Vï. 38 
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K désignant un nombre entier quelconque, alors les valeurs de .r, 
V, z, déduites des formules {26), satisferaient k la suivante 

(3-^0 Ax» -h Bjî -h Cz'- = K^', 

la valeur de t étant 

(33) ^ = A/w2-+-B/i»4-Cr'. 
Par conséquent elles satisferaient à l'équation 

(34) kx*-hBy^^Cz^ = K, 

si l'on choisissait w, n, rde manière à vérifier la formule 

(35) Am«-+-B/i*-hCr*r::zziii. 

Donc, si l'on obtient diverses solutions de l'équation (35), à chacune 
d'elles correspondra une nouvelle solution de l'équation (3i). 

Si l'on veut parvenir a toutes les solutions possibles de l'équa- 
tion (22), il suffira de remplacer les équations (aS) par la seule for- 
mule 

ajr by cz 



(36) 



Btv«-+-Ci'* Cw*-+-A«* At^^-HBw» 



Si, dans cette dernière, on substitue pour £/, i^, iv leurs valeurs tirées 
des équations {\), elle deviendra 











X 






Cc/ 




(A m* 


-h 


B/i' 


-^Cr*)a 


— 2//1 


\{Kam-\- 


B^/i-h 


') 










y 






Ccr 




(Am» 


4- 


B/i» 


-^Cr^)b- 


— in 


{kam -h 


B^/i-f- 


) 










z 











(3;) ' = 

\ ~" (A/n*-h B/i' -hCr')c — 2/'(Aam-i- B^n -hCcr) 
Exemple, — Concevons qu'il s'agisse de résoudre l'équation 
(38) j;i^y^Cz*z=o. 

On trouvera qu'elle est vérifiée par 

a: = i, J=i, z = o. 
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On pourra donc prendre a = b = \, c = o; et, comme on aura d'ail- 
leurs, dans le cas présent, A = i, B =— i, la formule (37) se trouvera 
réduite à 

.,j . ^ y J 

^'^^^ C/-» — (/^ — //!)' "~ Cr^-r-{n — my ~ 2r{n — m)' 

Si Ton fait, pour abréger, n — m = s, on aura simplement 

r et :? désignant deux quantités entières choisies arbitrairement. La 
formule (4o) comprend toutes les solutions possibles de l'équa- 
tion (38). 
Si l'on suppose en particulier C = 3o, l'équation (38) deviendra 

et la formule (4o) donnera 

(42) 



3o r' — 5- 3o /•' -h ,ç* 2 rs 
Si, pour fixer les idées, on prend r = i , 5 :?= 1 , on trouvera 

jr Y 5 

29 ~~ 3| "~ a 

Si l'on prenait au contraire /•=== 1 , ^ = 10, on trouverait 

or y z 



— 70 i3q 20 
OU, ce qui revient au même, 

or y z 

— 7 " i3 2 

EfTectivement on satisfait à l'équation (4i) en supposant les inconnues 
jo.fy z respectivement proportionnelles, soit aux trois nombres 29» 
3i et 2, soit aux trois quantités — 7, i3 et 2. 
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Revenons maintenant aux formules (i3). Si Ton y substitue à m, \\ 
sv leurs valeurs tirées des équations (/j), alors, en faisant 

(43) s — ¥{m, n, r) — Am» H- B/i* 4- Cr' -h D«r -f- Erm -h ¥mn, 

I tz=ni^{a, b, c) -h- wX(a, 6, c) -\- rW{a, ô, c) 

(44) \ —a ^{m,n, r) -\- b^{m, n, r) -\- cW{ni, n, r) 

\ =i2\am-\- 2 B bn -f- 2 C c/' -f- D ( br -\-cn)-{-E {cm -{- a/-) -h F {an -\- bm), 

on trouvera 

( 45) X :=z as — fUtf f := bs — nt^ Zz=^CS — /•/. 

Si Ton substituait, au contraire, dans les formules (i3), les valeurs de 
w, ç', w tirées des équations (5), alors, en posant 

(46) S ^ 4 ABC + DEF - AD« - BE* - CFS 

on aurait 

jcz^i a{s — S) — mt 

— [{!^BC -D^){br — en) -V- {DE — 2Œ) {cm — ar)-h{FD- 2\iE) {an — bm)l 

y^:zb{s — S) — nt 

— [(DE — 2CF) (6r — c//) H- (4CA — E*) {cm^ar) -f- (EF — 2 AD) {an — bm)], 

z z=. c{s — S) — rt 

— [(FD-2BE)(^^/--.c/i) + (EF — 2AD)(cm— ar)4-(4AB — F-)(a/i — ftm)]. 

Il est facile de s'assurer que les valeurs de x, y, z fournies par les 
équations (4^) ou (47) sont exactes. En effet, si Ton substitue ces va- 
leurs dans le polynôme qui constitue le premier membre de Téqua- 
tion (r), on trouvera, en partant des formules (4 5), 

i A.r'-4-Bv«-h(::;5 4- D }z-{-Ezjc -hEry 

* \ =:{\a'' -{-Bb^-hCc^-^Dba-hEca -^¥ab)s*', 

et, en partant des formules (47)» 

( A^* -f- B/» -+- C3» -+- Drz -f- E vx -4- Ejry 

^'*^^ I z^{\a^ -hBb^'-hCc^-hDbc'^Eca -h¥ab){s-^S)''. 
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Donc, si rt, 6, c vérifient l'équation 

(5o) Ko} H- B ^'^ -h Ce' -h D 6c -4- Eca -h Vab ■=: o, 

^ ,r, j, 5 vérifieront Inéquation (i). 

Si flj, è, c, au lieu de vérifier l'équation (5o), étaient choisis de ma- 
nière que l'on eût 

(5i) Aa*-hB6*-hCc*-+-D6cH-EcaH-F«6 3:iK, 

K désignant un nombre entier quelconque, alors les valeurs de x, r, z 
déduites des formules (26) satisferaient à la suivante 

la valeur de t étant déterminée par l'équation (44)- Par conséquent 
^ elles satisferaient à la formule 

(53) Ax*-+-Bj« + C-3»-t-D7-3 + E4;a^4-F^7=rK, 
si l'on choisissait m, n, r de manière à vérifier l'équation 

(54) A/?i»-h Bn*' -hCA-'-hD/i/' + E/m-t- Vrnn — i, 

Donc, si l'on obtient diverses solutions de l'équation (54)» à chacune 
d'elles correspondra une nouvelle solution de l'équation (53). 

Si l'on substituait les valeurs de w, t^, iVy tirées des équations (4)» 
dans la formule (t4), alors on trouverait 

as — nit bs — nt es — rt 

Cette dernière formule, dans laquelle m, n, /-désignent des quantités 
entières choisies arbitrairement, et 5, t deux polynômes déterminés 
par les équations (43), (44)» comprend toutes les solutions possibles 
de l'équation (i). On ne doit pas même excepter la solution 

j7 rzz a, y z=. b, z^=LC 

que l'on déduit de la formule (55), en choisissant m, n, r de manière 
à vérifier l'équation / = o ou 

(56) m{2\a H- F6 -h Ec) -f- n{¥a 4- 2B^ -h De) -\- r{Ea -h D /> h- aCc) -- r». 
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î^ Y. — Sur la t^solution en nombres entiers de Véqualion homogène 
du troisième degré entre trois variables. 

Soit donnée à résoudre en nombres entiers TéquaMon 

( Aa» -f- B v' -4- Cz^ -h I) Yz^ -4- E-x« 

1 -h F cT/' -+- G ZY' 4- Wxz^ H- \yx^ -h Kxv^ =z o, 

et supposons encore que Ton connaisse une première solution 

('2) x — a, y—b, zzizzc, 

de laquelle on veut en déduire d'autres. On aura, dans ce cas, en adop- 
tant toujours les notations du § III, 

( F(^-, 7, 5) = A^' -h Br' H- C5» -h Idyz^ h- E^x» 

j -4- ¥xY^ -h- G V» 4- Hors' -h I vx* H- Ka:r5, 

/ ^(x,7,-3):=3Aj?* T-2Ecj? -^ilxy -+- F j- -f- H-s- h- Kj;;, 

(4) I X(^, 7,4;) = 3B7»-4-2Fa:r4-2G7cH-D5' -+-I^« -f- K-sjt, 
( V(^, 7, 5) = 3C5« 4-2D75 -h2H5J7H-Ea:«-hG7*-+-K^7. 

Donc, les valeurs générales de a, v», «^ pourront être déterminées, non 
seulement par les formules 

(5) // = br — c/^, c -^ c/n — ar, \v = <?« — bniy 

mais encore par les suivantes : 

/ u zzi 3Aa' -+- 2Eca-H i\ab -+- F6* -h Hc* -h K6c-h Ar — c/z, 

(6) ) (' =i3B^^*-h2F«^^-+-2Gôc 4-Dc' -hla' h- Kca 4- c/w — «/', 

( (r — 3Cc' -h2DAc -h 2Hca-{-Ea* h- G A* -h KaÔH-a/i — bm. 

De plus, si Ton fait, pour abréger, 

V — Yw' — {Gu -h Er)iv« 4- (Hr -H 2Dw)r^v — 3C^ir», 
W::z:I M^'^ — (Km 4- E r) iV* -h (D W 4- 2 Hr ) i'^*^ — 3C ff'r, 
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Téquation (12) du § III deviendra 

(7) (/^-P)[U(/>»4-/?P^P^)-h V(/?-+-P)-f- W]:^0, 

et, si on la divise par /? — P, on trouvera 

P - Vit:v/V*-U(4W + 2VP-i-3UP») 

^ ' ^2 2L 

Par conséquent, on obtiendra de nouvelles solutions de l'équation (i) 
si Ton peut choisir u, r, kv de manière que, Téquation 

(9) au -{- bv -\- CKv ^1 o 
étant vérifiée, l'expression 

(10) V--^U(4W4-2VP + 3UP«) 

devienne un carré parfait. 

Il est facile de s'assurer que, si, dans les formules (G), on réduit m, 
n et r à zéro, w, v, w rempliront les conditions prescrites. C'est, en 
effet, ce qu'on prouvera de la manière suivante. 

Posons dans l'équation (t) 

( 1 1 ) vT = a,ç — toL, y :=^ hs — ^ [3, z^zics — ty^ 

oif p, y, s, t désignant de nouvelles variables. Cette équation, qui peut 
s'écrire sous la forme 

(13) F(j:, j, :;)=:o, 

deviendra 

( s^ F(a, by c) — 5*^[a <^(a, b, c) -f- (3 X(ûf, ^ c) 4- y W{a, b, c)] 
^'^^ i - ^' F(a, [3, y) 4- sl'[a <^(a, (3, y) 4- 6 X(a, |3, y) + c W{a, p, y)] = o. 

Donc, si l'on prend 

n =: 3Aa- + aEca 4- 'ilab -h Fb^ -h Hc' -h Kbc = ^ («, b, c), 

(i4) { r z=:3Bb--h2Fab -h 2 G bc -h B c- -h la* -hKca —\{ayb,c), 

iv — 3Cc' -h2D6c -h2lIca4-Ea* -f-GA^ -^Kab=:W{a, b,c). 
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on aura simplement 

; s^¥(a,b,c)~-sU{aa -h?^v-hyii') - 
^'^^ I ^^'F(«,(3,y)4-.ç/'[aO(a,(3,y)-h^^X(a,S,y) + cT(a,?,y)]^:o. 

On a d'ailleurs, par hypothèse, 

(iG) r{a,b,c)=:o. 

Cela posé, si Ton assujettit a, p, y à la condilion 

(17) «a 4- i^(3-f- try = 0, 

il est clair qu'on vérifiera la formule (i5) en prenant 
D'autre part, on tirera des formules (9), (n) et (17) 

(19) «o^ H- ('/-4- iV5 = o. 

Donc, les valeurs de m, t^, m^, données par les équations (i4)» vérifie- 
ront les formules (4) du § III [x, j, z désignant des quantités assu- 
jetties, comme a, b, c, à l'équation (i)]. Donc l'équation (8) admettra 
la racine rationnelle 

^ X as — toL 

Dans le cas particulier où la formule (i) se réduit à 

(20) kx^ 4- B75 4- C;;» = o, 

*^w. trouve 

(21) ?/r=3Aa«, r=:3B^/», ni=3(>«; 
par suite, l'équation (17) devient 

(22) Aa'«4-B6*p4-Cc»yi=o, 

et l'équation (19) se réduit a 

(23) ka}x -h B6* V H- Cc'5 = o. 
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Dans la même hypothèse, les équations (i i) et (23), combinées avec la 
formule 

(24) Aa»-+-B&'H-Cc»=:o, 

conduisent à l'équation 

(35) î + Z + f:=o; 

abc 

et, en joignant cette dernière à la formule (23), on en conclut 

^^ ^ a(B^/» — Ce») " 6(Cc»~Aa») "^ c(Aa» -- B!^»)" 

En conséquence, on peut supposer 





/ a: = a(B6»-Cc'), 


(27) 


7=:^^(Cc»-Aa»), 




( ^=c(Aa»--B6»). 


Exemple. - 


- On vérifie l'équation 


(28) 


07» -4- 5/* — 4^* = 


en prenant 





Cela posé, on tirera des formules (27) une nouvelle solution, sa- 
voir 

a: = ui, jz=— 59, - = 44- 

De cette seconde solution, on en déduirait facilement une troisième, 
et ainsi de suite. 

Revenons maintenant au cas général, où les quantités entières D, 
E, F, G, H, I, K, renfermées dans le premier membre de l'équation (i), 
conservent des valeurs différentes de zéro. Alors cette équation sera 
vérifiée par les valeurs de x^y, s tirées, ou des formules (i i), ou de la 
seule formule 

^^^^ as — ta'~'bs--t^~' es — ty' 

Œuvres de C — S. H, l. VI. 3gL 
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pourvu que, les quantités^, / étant déterminées par les équations (i8), 
a, p, Y satisfassent à l'équation 

(17) //a H- t';3-+- (ry -^o. 

Or on vérifie cette dernière, on prenant 

(3o) a ^= O, j3 r=z tr, y =: — r. 

On pourra donc supposer 

i p. . ivX(o, (r, — r) — t'^^(o, (v, — t') 
(3.) •-F(o,-.-0= 3 — -• .. 

( t -z a^{o, iv, — (') ^- ^X(o, (V, — (') -\- c^(o, lï', — i'); 
et, par suite, la formule (29) donnera 



a F ( 0, «', — (' ) 



('^^') {^Tv 



6F(o, M% — t') — tv[a^(o, n% — (') -h 6X(o, ir, — (') 4-c•^^(o, il-, — i')] 



1 cF(o, tv, — t') -+- r[a<P(o, ii^, — c) -h ^\(o,ir, —r) H- c ^'(o, tr, — t')] 
On vérifiera encore l'équation (17) en prenant 

(33) a = -iv, !3^o, yzz:.,/, 
OU 

(34) (xzr-v, ^ — —u, y — o; 

puis, on tirera de la formule (29), dans la première hypothèse. 



ah ( — sv,o,it) -h u'[a<^(— (^,0, w) -+- fj X(— »r,o, w) + c M''(— a',o, //)] 

(35) 

bF( — «^, o, «) 

cF(— i^,o, ^/) — u[a<i^(—iv,OyU) 4- />X(— »r,o, //) 4- c*F(— ir,<>, //)]' 
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et, dans la seconde hypothèse. 



l a F(i', — «, o) — f'[a<P(c, — i/, o) -h ^X(i', — m, o) -h c ^'(r, — w, o)| 
(36) - ~^^ 



^F(t', — (/, o) H- «[a<P((', — w,o) -h 6\{(', — 1/, o) -hc ^^'(t', — «,o)J 



^ "' cF(i', — w,o) 

J'ajoute que les formules (35), (36), et toutes celles que peuvent four- 
nir les divers systèmes des valeurs de a, p, y, propres à vérifier 
l'équation (17), coïncident avec la formule (32) et déterminent les 
mêmes systèmes de valeurs de x^ y, 5, toutes les fois qu'elles ne 
reproduisent pas la solution connue a; = a, j = 6, z^=^c. C'est ce que 
l'on démontrera sans peine à l'aide des considérations suivantes. 

Si l'on désigne par A le plus grand commun diviseur des trois quan- 
tités w, (^, w^ les valeurs générales de a, p, y, propres k vérifier l'équa- 
tion (17), ou, ce qui revient au même, la formule 



(37) x«-^x(^-^^'y=^' 



seront (tWr le § II) 



(38) «rz-/— -/*, (3 — „,/,_- _.,., y--n~-m 



W U U V 



/w, Aï, /• désignant trois nombres entiers quelconques. On aura, par 
suite, 

,.. . by — c(3 COL — ay «(3 — ba am -\- bn -\- cr 

^ 9)^ — --- — -— - - — - j^ ; 

et l'on en conclura 

(4o) p m - 6 H T- (anf-h bn 4- c/), y^^-c r iam -f- bn 4- cr). 
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Cela posé, les valeurs de x, y, s déterminées par les formules (i i) de- 
viendront 



1 \ ^/ ^ 



A 

am + bn -\- cr 



A 

Si Ton fait, pour abréger, 

, , . * a G flrm H- 6/1 4- c/' ^ 

(42) '-^â = ^' ^ '="^' 

on aura simplement 

(43) x=za^, 7 = 6S — (vT, z = cS'\-i'T. 

On prouverait, de même, que la formule (29) peut être réduite k 

(44) 



rtS 6S — ii^T cS-f-rT 

Or, comme les valeurs de x, y, z tirées des formules (43) ou (44) 
doivent satisfaire à Téquation (i) ou ([2), on aura nécessairement 

(45) F(aS, 6S - wT, cS-h vT) — o. 

D'ailleurs, si l'on développe le premier membre de la formule (45), 
suivant les puissances ascendantes de T, on en conclura 

( S» F(a, 6, c) 4- S« T[«^ X(a, 6, c) - r W{a, 6, c)] 
* I H-ST*[a^(o,i»',-i^)-}-6X(o,MP',-r)-^c^(o,i»',-i')]-T'F(o,ir,-<0=^o; 

et, puisque, en vertu des équations 

¥(a, bjC)=^Of v=^\{ay b,c)y «^ =1 W(a, 6, c), 

les coefficients de S^ et de S^T s'évanouissent d'eux-mêmes dans la 
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formule (46), on en tirera 

(47) T = o, 

ou 

(48) 



F(o, Wy ~(^j rt<l>(o, fv, — v)-h 6X(o, iï% — v)-hcW{o, ir, — r) 
L'équation (47) réduit la formule (44) à 

(49) 



abc 



et reproduit la solution connue cc = a, y = b^ z = c, avec celles que 
Ton en tire lorsqu'on fait croître x, y, z dans le même rapport. Quant 
à l'équation (48), elle réduit évidemment la formule (44) à l'équa- 
tion (32). 

On pourrait démontrer directement la coïncidence des formules (32), 
(35) et (36). On a, en effet, 

flf'F( — Wy Uy u)^= F( — aWf o, au) =F( — an», — biv -h 6(ï% — c\v — bv)\ 

puis, on en conclut, en développant la fonction 

F( — aw, — biv -h bw, — cw — 6t^ ) 

de la même manière qu'on a développé le premier membre de la for- 
mule (45), 

.^ , ( «'*'(-«>, o, u) 
(5o) j 

( =6*F(o, wp», -'V) — b^w[a<l^{Oj iv, — ç^)4-^X(o, iv, — t^) -+-c *'(o, tv, — (*)J. 

On établirait, avec la même facilité, non seulement l'équation 

( a»F(^, —II, o) 

(^0 

( =:c»F(o, w, — <^)-4- c*i'[a<l>(o, fv, — t') -h ftX(o, tv, — v) -{-cW(o, tr, — r)]. 

mais encore quatre autres équations de même espèce, comprises dans 
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la formule 

_ rt'F(r, — u,o) — c^F(o, //, — r) 

_ />' F(o, «'Sjn^Ojr ^'J'^- ^'i2' ''^ 

— ~j [«^(o, n-, — r) H- ^X(o, u', — (') -f- c^^'(o, <r, — c)] 

I [a<P(— (V, o, u) -i- b\(— <r,o, m) -hcM\— n, o, m)] 

[«^(i, — M, o) -h />X(i', — w, o) -h cT(r, — w,o)l. 



(5^) 



I 



c* 



Or il résulte évidemment de cette dernière que les équations (32), 
(35), (36) coïncident entre elles, et quechacune d'elles peut être rem- 
placée par la suivante : 

(53) '''■■'■ - ''y - '''' 



F(o, IV, — i') " F(— <î', o, «) F(f, — w,o) 

Donc, si les quantités a, 6, c? vérifient l'équation homogène et du troi- 
sième degré 

(i6) F(a,^c)z^o, 

alors, en prenant 

(j4) u — <i^{a,b,c), v^\(a,b,c), M=-W{a,byC), 

on aura encore 



(54) 



F(o, ir, — (') F(— iv, o, u) F(i% — ity o) 



-i^'] = o. 



Si l'on supposait D = o, E — o, F = o, G — o, H = o, I — o, c'est, 
k-dire, en d'autres termes, si l'équation proposée était 

(55) A.r=» + By -4- Cs' 4- Kxyz ^ o, 
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on trouverait 

(.56) r = 3B62-hKca, \vz=i 3Cc'- -h Kab, 

i F(o,ir, — r)=B»v»-Ct^' — «^27 ABC -4- K') (B^^^ - Cc^), 

(5-) ) F(-n',o,//)=:Cw' -\w^=zb^{2y\BC-]-K^){Cc' —\a'), 

{ F(r, -//,o)==A(^'» — B//'=icM27ABC + K')(Aa'^-B/>=^); 

et, par suite, la formule (53) donnerait 

(58) •' - y______^__^_ 



a(B6' — Ce*) — 6(Cc3 — Aa=^) ~c(Art-^-B^') 
comme dans le cas particulier où Ton supposait K = o. 
Exemple, — On vérifie l'équation 

( 09 ) jc"^ -h 2/' -1-33'=: %xyz 

en prenant 

et, en partant de cette première solution, on tire de la formule (58) 

X y _^ ^ 

— I 2 — I 

On peut donc prendre pour seconde solution 

x — —\, 7 — 2, Z—~\. 

On a effectivement 

— l -f- 2.2' — 3 ::ii 12 =- 6.2. 

En partant de la seconde solution, on trouvera 

X y z 

On pourra donc prendre pour troisième solution 

rzn — 19, j— _4, 5=17. 

On a effectivement 

— 19* — 2.4^-1-3.17' = 7752 1=: 6. 19. 4 17. 
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En partant de la troisième solution, on en trouvera facilement une 
quatrième, savoir 

.r~ 282473, K^ — 86892, -3=1—114427, 

et ainsi de suite. 

Euler a remarqué que Téquation 

(60) a?'-H7' = (a* -h^»)3», 

à laquelle on satisfait en prenant 

se trouve également vérifiée quand on suppose 

(6r) xi=a(a»-h2i>'), j =;_- 6(6» -+- 2a>), z — à^^b'. 

Pour tirer ces valeurs de a?, j, 5, de la formule (58), il suffit de réduire 
l'équation (55) à Féquation (60), en posant 

A=:i, B = r, C = - (a» -+-«>»), Y^^o. 

Alors, en effet, la formule (58) devient 

et l'on satisfait à cette dernière pour les valeurs dont il s'agit. 

Lorsque, en suivant la méthode ci-dessus exposée, on a déduit d'une 
solution connue de l'équation (i) d'autres solutions différentes de la 
première, on peut en découvrir de nouvelles, à l'aide des considéra- 
tions que nous allons présenter. 

Soient 

.r r= a, 7=6, - = c 

et 

jc — a, r — (3, z — y 

deux solutions distinctes de l'équation (i) ou (12). Pour trouver une 
troisième solution, il suffira de fixer les valeurs de x, y, s par le 
moyen de la formule (29), et d'assujettir les quantités ^ , / à vérifier la 
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formule (i3), que les deux équations 

V(a, b, c) — o, F(a, P, y) — o 
réduisent simplement à 

\ [oc^{a, b, c) -^ ^\(a, b, c) -^ yW(a, b, c)]s ( __ 

Or on satisfait k celte dernière : i" en prenant 

.ç r= o ou / = o ; 
2" en supposant 



(6/,) 



a4»('«,P,y)V^X(a,(3,y)4-c-U^(a,(3,y') 



^ 



a a>(a, ^^, c) -h (3 X\a\ b, c) -f- y 4'(a, ^,"c) ' 



Les deux premières suppositions reproduisent les solutions connues. 
Mais la dernière fournit des solutions nouvelles comprises dans la for- 



mule 



^^'-'^ j '- V[a ~^Wf^) + 6 X (a, (3, y) + c ^' (a, p, y)J^J^^ (a, b, c)~^fXÎ^;b~i') T7U>, />;7')j 
"' rT« ^"(^7(3, y) 4- 6 X(a, (3, y) -f- e ^'{a, p, y)j"~ y [a O^la/i, c) -+- j3' X(a,^^,c) + y '^>7/v7rj J ' 

Dans le cas particulier où les quantités D, E, F, G, H, 1 s'évanouissent, 
la formule (65) se réduit a 

l 3\fb^(ci^~—~â~b) -K SCcyiay — olc) 4- K(a*^y — a-bc) 
^^^^ \ ~ 3CcyCby -- ^ëy-ï- ^ kacx(b(x — ^a) -h K(b^y(x ■- ^'^) 

1 ■" 3Aaa(ca — y«)-f-3B6(3(c(3 — y^)-f- K(c*aj3 — y^ZT)* 
Si Ton applique cette dernière à la résolution de l'équation (Sg), en 

OEuvres de C. — S. II, t. VI. 4^ 



Digitized by 



Google 



314 SUR LA RÉSOLUTION 

partant de deux solutions déjà indiquées, savoir 

et 

on trouvera 

143 I i3 71 
Par conséquent on résoudra encore l'équation (Sg) en prenant 

a::^-i43, / = ii3, ^=171. 

On a effectivement 

143» ^2. Il 3» -+-3. 71' 1^:6883734 = 6.71.113. 143. 
Il importe de remarquer que, si la solution 

a; — oc, 7==P, - = y 

coïncidait avec la première de celles que l'on déduit par l'autre mé- 
thode de la solution primitive 

la formule (65) reproduirait celte même solution primitive, et non 
point une solution nouvelle. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons observer que, si les quan- 
tités a, 6, c cessaient de vérifier l'équation (16), alors, en supposant 
toujours les quantités m, r, sv déterminées par les formules (i^), et les 
quantités 00, y, z par les formules (11), (18) et (38), on trouverait 

(67) F{x,y,z) = s^F(a,b,c), 
OU, en d'autres termes, 

(68) F(^, 7, z) = F{a, b, c) [F(a, (3, y )]S 

et, par conséquent, 

(69) F(^,7,;;)=F(a, ^e)|^F(^ ^— , ^ , ^ jj • 
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Cela posé, il est clair que, si Ton parvienl à découvrir divers systèmes 
de valeurs de m, n, r propres à vérifier l'équation du troisième degré 



(70) 



\—R Â— '-Â— j='' 



chacun de ces systèmes fournira une solution correspondante k l'équa- 
tion 

(70 F(.r,7,;;) = F(«,6,c). 

Dans un autre article, nous montrerons le parti qu'on peut tirer des 
formules semblables à la formule (29) pour résoudre en nombres en- 
tiers des équations homogènes entre plusieurs variables x, r, z, ..., 
quel que soit le nombre de ces mêmes variables. 



Digitized by 



Google 



APPLICATION 

nu 

CALCUL DES RÉSIDUS 

A l'intégration 
DE QUELQUES ÉQIIATIOI^S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

HT A COliFFICIENTS VARIABLES. 



Proposons-nous d'abord d'intégrer l'équation différentielle 

\ dp' "^ \.i H- B in^' ^ ( Ax -f- B)^ dx''-~^ ~^"' 
(I) 

1. (A^-H-B)''-» ^/^- (A,r-hBr-^~ ' 

dans laquelle A, B, ^i,, a,,, . .., «,;-i, «« désignent des quantités con-. 
stantes; et faisons, pour abréger, 

( F(,.)=: A" /•(/•-!)... (/•-/* 4-1) 

1 -i- «1 A' -*/•(/• — i). . .(/• — /^ -f- u) -H. . .H- «„_i Ar -+- /7„. 

Il est clair que, pour satisfaire à l'équation (i), il sulfira de prendre 

^^^^ ^-<t UF(0))~' 

9(r) désignant une fonction arbitraire de r qui ne devienne pas intinie 
pour des valeurs de r propres à vérifier la formule 

(4) F(/-)r=0. 

Effectivement, si l'on substitue la valeur précédente de j dans le pre- 
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nner membre de Téquation (i), ce premier membre se trouvera ré- 
duit à 

^^ ^ aF(/')))" 

D'ailleurs Jes valeurs de o(r),o'(r), ...,qui correspondent aux diverses 
racines égales ou inégales de l'équation (4), pouvant être choisies arbi- 
trairement, il est aisé de reconnaître que la valeur de y, fournie par 
l'équation (3), renfermera un nombre n de constantes arbitraires. 
Donc, l'équation (3) sera l'intégrale générale de l'équation (i). 
Considérons maintenant l'équation différentielle 

\dP "^ Ax hH c/x-'^-' "^ (A^--f-B)^ djc^-' '^"' 
(6) 



On posera 

(7) 



(A^'4- B;-'-» dj:: (Ajc -\- B)" 



^ P ^(/-,^--)(A^-4-B)>- 
^^ <^ ((F(/-))) 



Pour que les dérivées de cette dernière valeur de j^, depuis la dérivée 
du premier ordre jusqu'à celle de l'ordre /^ — r, conservent la forme 
qu'elles prendraient si l'on remplaçait '|(r, a;) par ç(r), il suffira d'ad- 
mettre que l'on a, pour toutes les valeurs entières de m inférieures à 
/i — r , 

Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de l'équa- 
tion (6), en y substituant la valeur de y donnée par la formule (7), 

Toute la question se réduit donc a déterminer la fonction '|(r, .r) de 
manière qu'elle vérifie les équations (8) et (9). Or, comme on aura 
généralement [en vertu de la formule (63) de la page 36], et en pre- 
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liant m<^n — i, 

^'"^ ^ PT'ôl) =°' 

'"' ^ «î- ((F(,-))) 

il ost clair que les conditions (8) et (9) seront remplies, si l'on sup- 
pose 

(«a) (Ax + B)'— '^i^ = AA-^), . 

ou, ce qui revient au même, 

(i3) '^(r,x) = Af (As + B)'-^-'/(s)rf5 + ?('•), 

.r, désignant une valeur particulière de x, et <f{r) une fonction arbi- 
traire de r. Par suite, l'équation (7) donnera 

p y(;-)(Ax+B)'- ^VA.+ B; 

"••> •^-«I- ((F(/-))) ^^ ((F(/-))) 

Cette dernière formule est précisément l'intégrale générale de l'équa- 
tion (t). 

Exemple. — Si l'équation (G) se réduit à 

on trouvera 

F(/-) = /•(/•-■)-/• + • = ('•-!)', 

et la formule (i4) donnera 

I ^ (X + .) [<?'(!) + 9(1) i(x + ,) +j'i (±±Ly(^) dz\ . 
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Donc, en désignant par c, a' les constantes arbitraires ç(i), ^'(i)» on 



aura 



(17) v=(^-+-I)U'+al(.r^-I)-+-J 1 (^f^-^ •)/(;,) ^J. 

II est bon d'observer que, pour transformer les équations (i) et((i) 
en équations différentielles linéaires à coefficients constants, il suffit 
d'effectuer un changement de variable indépendante, et de poser 

(18) A^-+-B = e', 

Si Ton transforme ainsi l'équation (i5), en prenant 
(rg) a^-\-iz=2e', 

cette équation deviendra 

et son intégrale générale, donnée par la formule (i4) de la page aS/J, 
sera 

(ai) J = e'(^'-^ et)-h f (t--s)e''-'/{e' — i)ds, 

/o désignant une valeur particulière de / et s une variable auxiliaire. 
Si maintenant on a égard à la formule (19) et si Ton substitue à la 
variable s une autre variable z déterminée en fonction de s par l'équa- 
tion 

(22) 5-hiz=ie% 

la valeur précédente de y se réduira évidemment à celle que présente 
la formule (17). 
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DÉMONSTRATION 

DU 

THÉORÈME GÉNÉRAL DE FERMAT 

61' R 

LES NOMBRES POLYGONES. 



Elirait des Mémoires de l'Institut (*). 



KXPOSmON. 

Le tlîéorème dont il s'agit consiste en ce que tout nombre entier 
peut être formé par l'addition de trois triangulaires, de quatre carrés, 
(le cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi de suite. Les deux pre- 
mières parties de ce théorème, savoir, que tout nombre entier est la 
somme de trois triangulaires et de quatre carrés, sont les seules qui 
aient été démontrées jusqu'à présent, ainsi qu'on peut le voir dans la 
Théorie des nombres de M. Legendre, et dans l'Ouvrage de M. Gauss 
qui a pour titre : Disquisitiones arithmeticœ. J'établis, dans ce Mémoire, 
la démonstration de toutes les autres, et je fais voir, en outre, que la 
décomposition d'un nombre entier en cinq pentagones, six hexagones, 
sept heptagones, etc., peut toujours être effectuée de manière que les 
divers nombres polygones en question, a l'exception de quatre, soient 
égaux a zéro ou k l'unité. On peut donc énoncer en général le théo- 
rème suivant : 

Tout nombre entier est égal à la somme de quatre pentagones y ou à une 
semblable somme augmentée d'une unité; à la somme de quatre hexagones^ 

(M Mémoires de l'Institut, t. XIV, T" série (années i8i3, 1814, i8i5), p. 177 et suiv. 
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ou à une semblable somme augmentée d'une ou de deux: unités; à la somme 
de quatre heptagones, ou à une semblable somme augmentée dhine^ de 
deux ou de trois unités; et ainsi de suite. 

La dérrt'ônfijfrration de ce théorème est fondée sur la solution du pro- 
blème suivant : 

Décomposer un nombre entier donné en quatre carrés, dont les racines 
fassent une somme donnée» 

Je réduis ce dernier problème à la décomposition d'un nombre en- 
tier donné en trois carrés, en faisant voir que, si un nombre entier est 
décomposable en quatre carrés dont les racines fassent une somme 
donnée, le quadruple de ce même nombre est décomposable en quatre 
carrés dont l'un a pour racine la somme dont il s'agit. Il est aisé d'en 
conclure que le problème proposé ne peut être résolu que dans le cas 
où le carré de la somme donnée est inférieur au quadruple de l'entier 
que l'on considère, et ou la différence de ces deux nombres est décom- 
posable en trois carrés; ce qui a lieu exclusivement lorsque cette diffé- 
rence, divisée par la plus haute puissance de 4 qui s'y trouve contenue, 
n'est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 7 pour reste. 
Si aux deux conditions précédentes on ajoute celle que le nombre en- 
tier et la somme donnée soient de même espèce, c'est-à-dire, tous deux 
pairs, ou tous deux impairs, on aura trois conditions qui devront être 
remplies, pour qu'on puisse résoudre le problème dont il s'agit. Mais 
on ne doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les fois 
qu'on pourra satisfaire à ces mêmes conditions. Pour qu'on soit assuré 
d'obtenir une solution, il faut, en outre, et il suffit, que la somme 
donnée soit supérieure, ou égale, ou inférieure au plus d'une unité à 
une certaine limite dont le carré augmenté de 2 équivaut au triple du 
nombre donné. 

En appliquant ces principes aux nombres impairs, ou impairement 
pairs, on reconnaît facilement que tout nombre entier impair, ou divi- 
sible une fois seulement par 2, peut être décomposé en quatre carrés, 
dont les racines fassent une somme donnée, toutes les fois que cette 

OEuvres de G. — S. Il, t. VI. 4 I 
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somme est un nombre de même espèce, compris entre deux limites 

dont les carrés sont respectivement le triple et le quadruple du nombre 

donné. 

On démontre avec la même facilité que tout nombre entier, quel 

qu'il soit, peut être décomposé en quatre carrés, de manière que la 

somme des racines soit comprise entre les deux limites qu'on vient 

d'énoncer. On doit seulement excepter, parmi les nombres impairs, les 

suivants 

ï> ^5 9' »'» ^7» *9» 29, 4i; 

et, parmi les nombres pairs, tous ceux qui, divisés par une puissance 
impaire de 2, donnent pour quotient un des nombres premiers 

1, 3, 7, ir, 17. 

A l'aide de ces propositions et de quelques autres semblables, on 
parvient sans peine, non seulement à prouver que tout nombre entier 
est décomposable en cinq pentagones, six hexagones, etc.; mais encore 
à effectuer cette décomposition, de telle sorte que les nombres compo- 
sants soient tous, à l'exception de quatre, égaux à zéro ou à l'unité. 

ANALYSE. 

Si l'on désigne par m et / deux nombres entiers quelconques, le 
terme général des nombres polygones de l'ordre m -+- 2 sera, comme 
Ton sait. 



(I) m 



('v') 



Si dans cette formule on faitsuccessivementm = i, w — 2,/n = 3, ..., 
on obtiendra les termes généraux des nombres triangulaires, carrés, 
pentagones, hexagones, ..., qui seront respectivement 

) t^, -■ S if^ — t, .... 

A '2 ' 

De plus, on doit remarquer que les deux plus petites valeurs de la 



Digitized by 



Google 



SUR LES NOMBRES POLYGONES. 323 

formule (i), correspondantes à t==o, t = s, sont, pour toutes les va- 
leurs possibles de m, o et i; en sorte que zéro et Tunité font partie de 
chaque suite de nombres polygones. Cela posé, je vais démontrer, rela- 
tivement à ces mêmes nombres, le théorème général de Fermât. Comme 
la chose est déjà faite pour les nombres triangulaires et les carrés, il 
suffira de prouver le théorème à l'égard des autres nombres polygones. 
On y parvient à l'aide de quelques propositions subsidiaires que je vais 
commencer par établir. 

Théorème I. — Soient a un nombre entier quelconque, et 4* ^ pi^ 
haute puissance de 4 qui puisse divisera; pour que l'on puisse résoudre en 
nombres entiers a?, y, z l'équation 

il sera nécessaire^ et il suffira que le quotient -^ ne soit pas de la forme 

8/1 H- 7. 

Démonstration, — On sait, en effet, que Téquation (i) peut être ré- 
solue toutes les fois que a est de Tune des formes 4^ H- i> 4^ ■+- 2, 
8// -4- 3; et qu'elle ne peut l'être lorsque a est de la forme 8/i -h 7. De 
plus, si a est divisible par 4> ^» y, 5 seront nécessairement pairs; et si 
l'on fait, en conséquence, x =^ qlx\ y= iy\ 5= iz\ l'équation (1) 
deviendra 

si a est divisible deux fois par 4; ^'> y\ ^\ dans l'équation précé- 
dente, seront nécessairement pairs; et, par suite, ^, j, z seront divi- 
sibles deux fois par 2. En général, si a est divisible par 4"> -^j J> - 
devront être divisibles par 2*; et si Ton fait, en conséquence, 

l'équation (i) deviendra 

(2) ^-_-.^«4-V,'4-^f. 
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a 



Si donc -^ n*est plus divisible par 4, on pourra toujours résoudre 
l'équation (2), et, par suite, l'équation (i), à moins toutefois que 
7^ ne soit de la forme 8/i -h 7; auquel cas les deux équations dont il 
s'agit deviendraient insolubles. 

Corollaire I. — On déduit facilement du théorème précédent une 
condition à laquelle doivent satisfaire deux nombres donnés k et s, 
pour que l'on puisse décomposer le premier de ces deux nombres, k\ 
en quatre carrés dont les racines fassent une somme égale à s. En 
effet, supposons que l'on parvienne à résoudre simultanément en 
nombres entiers les deux équations 

i A — ^*-4- «'-h 1-4- tr», 
(3) 

f 5 ~ / -f- // 4- r -f- «•. 

On aura évidemment 

4A-:= (^ 4- M 4- i'4-ir)*4- (/ 4- « — r — il')* 

4- (/ — // 4- r — il')- 4- (/ — // — r 4- «•)'; 
et, par suite, 

(4) !\k^-s- ---- [i 4- // — r - il')* 4- {t-- M 4- r — Kv)' -h- (/ — w — r 4- ir)*. 

On pourra donc alors décomposer [\k ~ s^ en trois carrés, el, en 
conséquence, l\k — s^ ne pourra être de la forme 

4*(8/< 4-7). 

De plus, les deux nombres k et s devant toujours être de même es- 
pèce, c'est-à-dire tous deux pairs, ou tous deux impairs, si k est un 
nombre pair, [\k — s^ sera divisible par 4. et l'équation (4) ne 
pourra subsister, h moins que les trois nombres /-f-w~r — t»-, 
/ — w 4- t^ — «% / — M — t^ -h i^ ne soient divisibles par 2. Dans lu 
même hypothèse, cette équation deviendra 
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et, pai suite, 

étant décomposable en trois carrés, ne pourra être de la forme 

En résumant ce qu'on vient de dire, on obtiendra les propositions 
suivantes : 

Si k est un riomhfe entier décomposable en quatre carres dont les ra- 
cines fassent une somme égale as, [\k pourra être décomposé en quatn' 
carrés dont l'un soit s'^. 

5/ k est un nombre pair décomposahie en quatre carrés dont les racines 
fassent une somme égale à s, il sera également décomposable en quatre 

carrés dont l'un soit ( - ^ ) • 

Dans tous les cas possibles, la valeur de [\k — s^ sera positive et ne 
pourra être de la forme 4* ( 8 /2 -H 7 ) . 

Ainsi, pour que le nombre k puisse être décomposé en quatre carrés 
dont les racines fassent une somme égale a s, il est nécessaire que s 
soit un nombre de même espèce que k, inférieur à \ll\k, et ne soit pas 

de la forme 

4^(8/n-7). 

Lorsque s satisfait aux trois conditions précédentes, on ne doit pas 
toujours en conclure que la décomposition soit possible. Klle le sera, 
en effet, si la valeur de s satisfait encore k une quatrième condition, 
celle de surpasser \/3X', ou même v^3X: — 2 — i , comme on le verra ci- 
après (théorèmes III et IV). 

TiiÉORÈMK II. — Si les trois nombres ,r, y, :; satisfont à Vétpiation 
(i) rt — a?* -h/^H- 5*, 

la somme de ces trois nombres sera nécessairement comprise entre les 

limites 

\-a , y 3 a . 
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Démonstration, — En effet, on a évidemment 

(-JC ^y -+- zy =: JT^ -4-- r* -H i' -h ixy -h '?sXZ -h 'xyz > x^ -h j' 4- j* = «r, 
(.r -+- r 4- :j)î < (^ -H j^ 4- 5)' -h (j:- - J)' -4- (.r - z^ -h (7 - ^)«=r 3«; 

(l'oii l'on conclut, on extrayant les racines carrées, 

^ -+- j 4- - > v'« , 
x -h r 4- -3 < \''6a. 

Corottairv L — II est bon d'observer que, dans le théorème précé- 
dent, les signes < et > n'excluent pas l'égalité. En effet, x -h y -+- :; 
devient égal à v^ lorsqu'on suppose y = o, z = o; el h \flia lorsque 
r = y = z. En général, si la somme de n carrés différents est égale à a, 
la somme des racines sera comprise entre \'a et \na. Cette dernière 
somme atteindra la limite inférieure ya si toutes les racines sont 
nulles, à l'exception d'une seule; et la limite supérieure yjna si toutes 
les racines sont égales entre elles. C'est ce qu'il est facile de démon- 
trer, soit par la méthode qu'on vient d'employer, soit par la théorie 
des maxima des fonctions de plusieurs variables. 

Théorème III. — Soient A un nombre pair pris à volonté, et s un autre 
nombre pair compris entre les limites 

v/3/l — I, v^4^*« 

On pourra toujours résoudre simultanément en nombres entiers les deux 
équations 

I A — i" 4- «* 4- «'* 4- <v*, 
( s T=L t 4- « 4- r 4- "', 



(0 

à moins que 



ne soit de la forme 



-ir)' 



4«(8/i4-7). 



. Démonstration. — En effet, si k - (-s\ n'est pas de la forme 
.^*(8/t4-7), on pourra toujours {voir le théorème I) résoudre en 
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nombres entiers l'équation 

pourvu que Ton ait k^(^s\ ou s<isj^k. Si, de plus, s est supé- 
rieur à 

on aura réciproquement 

D'ailleurs, en vertu du théorème précédent, on tire de Téquation (2) 

.r-^j4-^<t/3A--^5«. 
Donc a fortiori 
(3) .r-hj-Hx; < y s^-\- 2.ç-f-3 — jS^ < -s -h 2. 

De plus, k étant un nombre pair, il suit évidemment de l'équa- 
tion (2) que les huit nombres entiers compris dans la formule 

2 u ' 

à raison des doubles signes, sont également pairs, ou, ce qui revient au 
même, que les huit nombres compris dans la formule 

\s±.x_±:y_±.z 
2 

sont des nombres entiers. Mais, en vertu de la condition (3), le plus 
petit de ces nombres, savoir 

\s — X — y — z 
2 

doit être supérieur à — i, c'est-à-dire nul ou positif. Les huit nombres 
entiers dont il s'agit seront donc tous nuls ou positifs. Cela posé, il est 
facile de voir qu'on satisfera en même temps aux deux équations (i) en 
attribuant à /, ii, r, sv les valeurs positives que fournissent l'un et 
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l'autre des deux systèmes d'équations 

\s — ,r — y — z [s — .r-^Y^z is-h.r — y-hz IsA-jr-hv — z 

i '2 2 -2 

1 v -4- r 4- >• -h 3 _ J s -r- .r — y — z \s — ,r -i- y — z , _ j -^ — •^'— .'»' -H ^^ 



2 u 



OU, ce qui revient au même, l'un et l'autre des systèmes suivants : 

Il :^ l ~i-f -h z, r — ^ -f- .r -h 3, ir — / -h .r -h y, 



.-.i- 


- .r — )' — z 




x 


^-^r^- 


- .r ^ y -\- z 

•A 



I ' \ -i- .r -i~ y -^ z 

fi — f — )• — w, V -: l ~ X — Z^ iv :.-. t ~ .1' — y, 

CowUaire L — Lorsque 

est de la forme 4"(^^' -+- 7)» l'équation (2) ne peut être résolue en 
nombres entiers. Mais alors il devient impossible de résoudre simulta- 
néujent les équations (1), ainsi qu'on l'a prouvé ci-dessus (théorème 1, 
corollaire I). 

Corollaire IL — Lorsque k est un nombre impairement pair, c'est- 
à-dire de la forme 

la quantité k — i -s\ est nécessairement de l'une des formes 

4 // 4- 1 , 4 " -+- '^' ; 



savoir, de la forme 4/^-1- i. si -^ est un nombre impair, et de la forme 

4/i -h 2, dans le cas contraire. On peut donc toujours alors résoudre 
les équations (i), pourvu que s soit un nombre pair compris entre les 
limites 

v3A — 2 — I, v4/'- 

Exemple. — - Soit k = 3o; on trouvera 

y 3 A- — 2 — I - - V 88 — I < 9, V 4^ ^^ V '^^ ^ '^> 
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et, par suite, on pourra supposer s = lo. Pour déterminer les valeurs 
correspondantes de /, u, ç, sv, j'^observe que 

A- — ( - 5 j = 3o — 25 = 5 = 2' 4- 1 ' + o. 
On aura donc, dans le cas présent, 

Cela posé, les quatre premières équations (5) donneront 

/znl, M = 2, (' = 3, U'z:r4. 

On peut aisément vérifier ces valeurs. On trouve, en effet, 

i*-l-2»-t-3»-f-4*=z3o, 
I 4-2 -h 3 -i-4 == lO. 

On doit observer que, dans le cas présent, les quatre dernières équa- 
tions (5) fourniront, pour les variables t, w, v, w, les mêmes valeurs 
prises dans un ordre inverse, savoir 

^=:4, f/ = 3, r = 2, <V=:l. 

Cette circonstance a évidemment lieu toutes les fois que 2 = 0, ainsi 
qu'on peut s'en convaincre par la seule inspection des équations (4). 

Théorème IV. — Soient k un nombre impair pris à volonté y et s un autre 
nombre impair compris entre les limites 



\J'6k — 2 — I , sj^k , 

On pourra toujours résoudre simultanément en nombres entiers les deux 
équations 

( k — t^^ u"' -h r* -h «•*, 

(I) 

( 5 = i -h « -h t' H- «r. 

Démonstration, — En effet, l\k — s^ étant, dans la supposition qu'on 

vient de faire, de la forme 

8/14-3, 
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ou pourra toujours résoudre, en nombres entiers impairs x, y, z, 
l'équation 

pourvu que Ton ait s < ^[\k. Si, de plus, s est supérieur a 

y/3 k — 2 — I, 

on aura réciproquement 

3A"<5'-}-25-f-3; 

et Ton conclura du second théorème appliqué à l'équation (2) 

.r-i- V -^ z < v/i2A* — 3,9* < \ls^ -h 85-h 13 <5-{- 4, 
OU, ce qui revient au même, 

(3) ^-"7-^'"'' >-'- 

4 

Donc, a fo/tiori, chacun des huit nombres compris dans la formule 

sàz x±i y ± z 

sera supérieur à — i; et, par conséquent, nul ou positif s'il est entier. 
Cela posé, si * — a? — j — s est divisible par /j, on satisfera également 
aux deux équations (i), en supposant 

.V — X — y — z s — X -{- y -\- z s -h oC — y -\- z ,ç -f- j? -h v 



4 4 4 4 

ou, ce qui revient au même, 

,,, s — X — y — z y -\- z x -^^ z x-\- y 



t = 



4 2 2 '2 

De même, si 5 h- a? -\-y 4- :; est divisible par 4» on satisfera aux équa- 
tions (i) en supposant 

s -i- X -h y ~h z s -\-x — y — ^ _s—'X-i-y — z s — x — y -h z 

4 4 4 4 



Digitized by 



Google 



SUR LES NOMBRES POLYGONES, 
ou, ce qui revient au même, 



(^) /= j^ , 11^=1 1 



2 2 



iV—l 



331 



.-r -{- y 



D'ailleurs, s, x, y, z étant quatre nombres impairs. 



s — JC — >• 



s-hJO^y-hz 



sont deux nombres pairs; et, comme leur somme 2^ est impairement 
paire, il est nécessaire que l'un de ces deux nombres soit divisible 
par 4» et l'autre seulement par 2. On pourra donc toujours satisfaire 
aux équations (1), en attribuant aux variables i, //, ç', «^ un des sys- 
tèmes de valeurs (4) ou (5). Mais on voit que ces deux systèmes sex- 
cluent réciproquement. 

Exemple, — Si l'on suppose X: = 3i , on trouvera 

v/3 it — 2 — I = s/gî — i< 9» \/^^ = \/^ > ' « • 

On pourra donc faire 5 = 9 ou ^ = 1 1 . 

Si l'on suppose d'abord 5 = 9, on trouvera 

•3^ = 5» 7 = 3, ^ = 3; 
et, par suite, les équations (5) donneront 

On a, en effet, 

5«-+-2«-M'-4-i'— 3i, 

5 4- 2 -h I 4- 1 = 9. 
Si l'on suppose en second lieu ^ = n, on trouvera 

et, par suite, les équations (4) donneront 

t =z 2, M =3, r = 3, wz^^. 
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On a, en effet, 

24-3-4-3-1-3=111. 

Théorème N , — k étant un nombre entier quelconque, il existe toujours, 

entre les limites 

\/3 A' — 2 — I , \/ik, 

au moins un nombre entier de même espèce que k, c'est-à-dire pair, si k est 
un nombre pair^ et impair si k est un nombre impair. 

Démonstration. — En effet, la différence entre les limites 

y/J X: — 2 — I, V^^» 
savoir 

qui est égale k 2 : i** lorsqu'on fait A = i ; 2^ lorsqu'on fait k — c), n'a 
qu'un seul mininium, 1 + i/|> correspondant k k=^' Cette diffé- 
rence est donc supérieure à 2 lorsqu'on suppose 

^ > 9» 

et croît même alors indéfiniment avec la quantité k. Par suite, toutes 
les fois que k surpasse 9, il doit y avoir au moins deux nombres entiers 
compris entre les limites 

V^:^ A* — 2 — I , y/^Â-; 

et l'un de ces deux nombres entiers est nécessairement de même espèce 
que le nombre k. 

D'ailleurs, si l'on donne successivement k k toutes les valeurs en- 
tières possibles depuis i jusqu'à 9, on trouvera toujours des nombres 
entiers de même espèce que k compris entre les limites 



y/3 A: — 2 — î, \^k. 



Digitized by 



Google 



SUR LES NOMBRES POLYGONES. 333 

Ces nombres entiers seront respectivement 

Impair. Pair. 

Pour A- = I I 

a 'À 

3 3 

4 4 



5 3 

6 4 



7 '' 

8 4 

9 ^ 

Il est donc prouvé qu'à une valeur quelconque de k correspondra 
toujours un nombre entier de même espèce compris entre les limites 

v/3 A — 2 — I , v^4 A • 

Corollaire L — Si Ton suppose /r = 121, on aura 

v/3 A- — 2 — 1 = 18, v^4^ = 22 =: 18 -h 4. 

Par suite, si l'on fait A> 121, la différence entre les limites 

y/3 A^ — 2 — r , \/^k 

surpassera 4- H existera donc alors au moins quatre nombres entiers 
consécutifs, compris entre les limites dont il s'agit; et, parmi ces 
quatre nombres, il y en aura nécessairement deux de même espèce 
que le nombre k. 

Théorème VL — A étant un nombre entier quelconque , il existe toujours 

entre les limites 

s/Jk, y/4Â' 



au moins un nombre entier de même espèce que k, à moins toute/ois que k 
ne soit un des nombres impairs 

», 5, 9» "» "7» '9> 29, 4i, 

ou bien un des nombres pairs 

2, 6, 8, i4, 22, 24, 34. 
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Démonstration. — En effet, si Ton suppose it> 56, on aura 

et, par suite, il y aura toujours, entre les limites ^'ik, \f^, deux 
nombres entiers, dont l'un sera de même espèce que k. De plus, si l'on 
donne successivement à k toutes les valeurs entières possibles depuis 
I jusqu'à 56, on ne trouvera d'exception au théorème que pour les 
nombres ci-dessus énoncés. 

Corollaire 1. — On peut remarquer que, parmi les nombres pairs qui 
font exception à la règle générale, les seuls qui ne soient pas divisibles 
par 4 sont les suivants : 

2, 6, i4, 22, 34. 

Les deux autres, savoir, 8 et 24, étaAt divisés par 4» donnent pour quo- 
tient 

a et 6. 

Problème L — Déterminer les valeurs de k pour lesquelles il est impos- 
sible de résoudre simultanément en nombres entiers les deux équations 

( A- zz: /ï 4- li* -h (;* -f- iv', 
[S:=^t-\-U-{-V-^ «% 

de manière que la valeur de s soit comprise entre les limites \fïk^ yj[\k. 

Solution. — Supposons d'abord que k soit un nombre impair, ou 
impairement pair. Alors, en vertu des théorèmes III, IV et VI, on 
pourra toujours résoudre les équations (i) de manière que s satisfasse 
a la condition exigée, à moins que k ne soit un des nombres impairs 

{->■) », 5» 9> »'» «7» «9» 29, 4i, 

OU bien un des nombres pairs 

(3) 2, 6, 14, 22, 34. 

Supposons, en second lieu, que k soit divisible par 4> et faisons 

(4) A' = 4«^', 
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a étant égal ou inférieur à l'exposant de la plus haute puissance de 4 
qui puisse diviser k; on pourra évidemment résoudre les équations (i), 
avec la condition exigée, si Ton parvient à résoudre en nombres entiers 
les suivantes 

de manière que 5' soit compris entre les limites \/3A', \ll\k'\ car il suf- 
fira dans ce cas de faire 

/ — 2*^', « = 2*W', (' — 2«('', n'=2*iV', 

De plus, si Ton prend 4* égal à la plus haute puissance de 4 qui puisse 
diviser k, A' sera nécessairement un nombre impair ou impairement 
pair; et, par suite, les équations (5) seront résolubles avec la condition 
exigée, à moins que k' ne soit un des nombres compris dans les 
séries (2) et (3). Enfin, si k' est un des nombres 

I, 5, 9, II, 17, 19, 29, 4i, 

il suffira de diminuer, dans l'équation (4)i a d'une unité, pour que k' 
acquière une des valeurs suivantes 

(6) 4, 20, 36, 44, 68, 76, 116, i64; 

et comme, pour ces diverses valeurs de k\ on peut résoudre les équa- 
tions (5) avec la condition exigée (z;oi> ci-après, scholie I), il en résulte 
que, parmi les valeurs de k divisibles par 4> les seules qui fassent ex- 
ception à la règle générale sont celles qui sont de la forme l\^k\ k' 

étant un des nombres 

2, G, i4, 22, 34. 

En résumant ce qui précède, on voit qu'on pourra toujours résoudre 
les équations (i), de manière que s soit compris entre yj'ik et y^l\k\ à 
moins que k ne soit un des nombres impairs compris dans la série ( 2 ) ou 
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l)ien un nombre pair de Tune des formes suivantes : 

(7) 2»«-»-»l, 2*«-»-*3, 2*«-^-»7, 2=*^» II, 2««+47. 

Scholie I. — Nous avons dit ci-dessus que, en prenant pour k un des 

nombres 

4, 20, 36, 44i 68, 76, .116, 164, 

on pouvait toujours résoudre simultanément les deux équations 

( A" zn ^« -h «* -h (^' M- U'S 

(S) 

de manière que s fut compris entre les limites ^'6k, \Jl\k. C'est ce qu*on 
peut aisément vérifier de la manière suivante. 

Si Ton cherche successivement, pour chacune des valeurs de k dont 
il est ici question, les nombres pairs compris entre les limites v/3^, 
\j\k, on trouvera 

Nombre, 

Pour k=z 4 4 

20 8 

36 12 

44 12 

68 j6 

76 16 

116 20 

164 24 

(]ela posé, il est facile de voir que, si l'on prend pour s le nombre situé 
dans la Table précédente vis-à-vis de chaque valeur de ky la quantité 

ne sera jamais de la forme 

4«(8ai4-7). 

Par suite (ro/rle théorème III), en adoptant cette valeur de s, qui rem- 
plit la condition exigée, on pourra résoudre simultanément les équa- 
tions (8). 

Scholie II. — Si Ton prend pour k un quelconque des nombres com- 
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pris dans la série (7), la valeur de s ne pourra jamais être renfermée 

•entre les limites v/3l, VÏ^. Mais il sera facile de déterminer dans cette 

hypothèse les diverses valeurs que s peut obtenir. En effet, si la valeur 

de k est donnée par l'équation 

(9) A— 2»«-^»A-„ 
celle de s sera nécessairement de la forme 

(10) 5=:2«.Ç,, 

S étant un nombre tel qu'on puisse résoudre simultanément les deux 
équations 

Pour le prouver, observons qu'on ne peut résoudre en nombres entiers 
l'équation 

(12) 2'?-^-» k^=zl^-h w' + r' -+- (v« 

dans le cas où a surpasse zéro, à moins de supposer que /, u, v, w sont 
des nombres pairs; d'où il est aisé de conclure que, si Ton fait succes- 
sivement a = i, a= 2, a = 3, ..., on ne pourra résoudre la même 
équation en nombres entiers, à moins de supposer que chacun des 
nombres /, m, v^ w est divisible une fois, deux fois, trois fois, etc. 
par 2. Ainsi, a ayant une valeur déterminée supérieure à l'unité, il 
faudra, pour résoudre l'équation (12) en nombres entiers, supposer 

d'où Ton conclura 

Sz^t-hU-hV-h iV = 2«(// -h «y M- i\ -h <V,) — 2*5^, 

les quantités k^, s^, t^, u^, r,, w^ étant respectivement assujetties aux 
équations (i i). 

Si l'on prend successivement pour ^i^ les nombres pairs 

2, 6, i4, 22, 34, 

OEuvres de C, — S. U, t. VI. 43 
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les valeurs correspondantes de s^ seront respectivement 

Pour 2/, = 2 z= I -^ I 5^—2, 

6= 4 + 1 + J 4, 

i4= 94-44- I 6, 

22=: c)H-9H_4r:ii6 + 4-M-+-» 8» 

34 = 25-4-9=^16 + 9-1-9 8 OU 10. 

Ainsi les seules valeurs de s qui puissent correspondre aux valeurs do 
k prises dans la série 

2Îa-Hl,^ 2««-+-»3, 2=*+«7, 2*«-^*II, 25« + ll7 

seront respectivement 

2«-^»I, 2*^» 2, 2«^'3, 2«-^»4, 2«-^»4 ou 2«-^^' 5. 

Problème II. ■— Déterminer les valeurs de k pour lesquelles il est impos- 
sible de résoudre simultanément en nombres entiers les deux équations 



(î) 






de manière que la valeur de s soit comprise entre les limites 



Solution, — Il suit immédiatement des théorèmes IV et V qu'on peut 
résoudre simultanément les équations (i), de manière k remplir la con- 
dition exigée, toutes les fois que k est un nombre impair. Nous avons 
fait voir, en outre (problème précédent), qu'en prenant pour k un 
nombre pair, on peut toujours résoudre les équations (i), de manière 
que s étant inférieur à yj'\k soit supérieur h \fïk, et h plus forte raison 
à yj'ik — 2 — I, à moins que la valeur de k ne se trouve comprise dans 

une des séries 

2, 8, 32, 128, 

G, 24, 96, 384, 

(2) { i4, 56, 224, 896, 

22, 88, 352, i4o8, 

34, i36, 544> 2176, 
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dont les termes généraux sont respectivement 

2-«^«i, 2««-^»3, a"^'7, 2-«»-»ii, a«*-^»i7. 

Enfin, d'après ce qu'on a dit plus haut (scholie II), les plus grandes 
valeurs de s qui puissent correspondre à ces diverses valeurs de k sont 
respectivement 

2«^»I, 2«-^-»2, 2«-^*3, 2«^»4, 2«^-»5; 

d'où il est aisé de conclure que^ dans les séries que Ton considère, les 
seuls termes pour lesquels la valeur de s reste comprise entre les 
limites \/3A — 2 — 1, y//^A sont 

Nombres. 

Pour la i"^ série 2, 8, 

» 2° » 6, 24, 96, 

» 3° » i4, 56, 

» 4® *ï 22, 88, 352, i4o8, 

» 5" » 34, i36, 544» 2176. 

Si l'on retranche ces mêmes termes des séries (2), les termes restants 
seront les seules valeurs de k pour lesquelles on ne puisse résoudre les 
équations (i) avec la condition exigée. Parmi les valeurs dont il s'agit, 
les plus petites seront 

32, 123, 224, 384, 5 12, 896, 1024, .... 

Corollaire L — Si l'on donne successivement à k toutes les valeurs 
entières possibles depuis ^=>» jusqu'à k = \i\ inclusivement, on 
n'en trouvera qu'une seule pour laquelle il soit impossible de résoudre 
les équations (i) avec la condition exigée. Cette valeur unique est 

La seule valeur que s puisse recevoir dans cette hypothèse est, d'après 
ce qu'on a dit plus haut, la suivante 

qui est effectivement située hors des limites 

v/3A--2 — i = v^ — I, v^ = V^^- 
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Corollaire II, — Si l'on donne à k une valeur impaire, telle qu'un 
seul nombre impaire se trouve compris entre les limites 



on aura nécessairement (théorème V, corollaire I) 

I -+- /r < 1 2 1 . 

Dans la même hypothèse, les seuls nombres pairs qui puissent être 
compris entre les limites 



sont les suivants : 



5 — 1, s-h\. 



D'ailleurs, k -h i étant un nombre pair inférieur à 1 2 f , il suit du co- 
rollaire I que, à moins de supposer k -^1 = 32, on trouvera entre les 
limites \J'6{k-^ i) — 2 — i, \!'l\[k -i-i) un nombre pair 5' pour lequel on 
pourra résoudre simultanément les deux équations 

A- -H I = ^'* -h u'- -I- r'» -4- (i''% 
s'—V -h u' -+-r' -+-ir'. 

s aura donc nécessairement une des deux valeurs 5— r, .^4-1. 
Enfin, si l'on fait A-j-i = 32, on trouvera deux nombres impairs, 
savoir 9 et 1 1, compris entre les limitc#v^3.32 — 2 — 1, v4.32. On 
pourra donc énoncer sans restriction le théorème suivant : 

TiiKORÈME Vil. — Si l'on donne à k une valeur impaire^ telle quun 
seul nombre impair s se trousse compris entre les deux limites 



V'3(/.- H- 1) — 2 — I, \fj(ï^7), 
on pourra toujours résoudre en nombres entiers, ou les deux équations 

( Â -h I = ^' -h w* -f- ('- -+- H'S 
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ou bien les deux suivantes : 

{ k -\- \ — t* -h u* + ('• + ir', 

Théorème VI II. — Soient k et s deux nombres impairs dont le second 
soit compris entre les limites 



Soient, de plus, m un nombre entier quelconque supérieur à 'i, r un 
autre nombre entier égal ou inférieur à m — i\ et faisons 



(.1 A.. = .»(^') 



Si, en laissant k et m constants, on donne successivement à s et à r 
toutes tes valeurs possibles, et que Von désigne par B)t et C^ la plus petite 
et la plus grande des valeurs de k^ ainsi obtenues, tout nombre entier com- 
pris entre les limites B)t» C/^sera décomposable en m -^2 nombres polygones 
de r ordre /w-h 2. 

Démonstration. — Pour établir cette proposition, il suffit de faire 
voir : 1^ que tout nombre entier compris entre les limites 

Ba, C, 

est une des valeurs de la formule (i); 2*^ que tout nombre compris 
dans cette formule peut être considéré comme formé par l'addition de 
m -h 2 nombres polygones de Tordre m 4- 2. 

Pour démontrer la première partie de cette proposition, j'observe 
que, si l'on désigne par ^, la plus petite, et par s,^ la plus grande des 
valeurs de s qui correspondent à la valeur donnée de k, les diverses va- 
leurs de s, respectivement égales aux divers nombres impairs compris 

entre les limites 

v/4(A--2)^i, v^Û, 

formeront la progression arithmétique 

,ç,, .V, H- 2, Si -h :1, . . . , .Çj — 4, .çj — î^, îi ; 
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et comme on peut faire successivement 

/*:::= o, /• =: l , /• = 2, ..., r z=. m — 3, r -=1 m — 2, 

les diverses valeurs de A>t, en commençant par la plus petite et finis- 
sant par la plus grande, seront respectivement 



(k — Si -\- 7.\ 



= B,, 



Ba + i, 



B^-^2, 



/ '^' — -^î -t- 3». \ „ ,^ ^ 



,(i^^) 



H-i-j— i = B;t^-2(/w — 2), BA-r-i-h2(m — 2), B;fc-h2-+-2(/n — 2), .. 



M 7 j -^-.ri-4-2 = GA — 2(m — 2), CjtH-i — 2(/« — 2), Ca-+-2 — 2(^ — 2), ... 

i( — ;— ^] -f-.vi =Ca-— (m — i), Cjt-M— (w — 2), C*-f-2— (w — 2), .. 



Ces diverses valeurs fourniront donc tous les termes de la progres- 
sion arithmétique 



, Bk-^ m- 


-a. 


, Bic-^i{m- 


-2), 


, Bx--î-3(m- 


-a). 


, Ck- (/«- 


-'-), 


, c*. 





B;t, B*-f-I, BA-h2, 



., C,.-i, C,.; 



c'est-à-dire tous les nombres entiers compris entre B;^ et C^. On peut 
même observer que quelques-uns de ces nombres correspondront à la 
fois à deux valeurs différentes de la quantité s. 

Il reste maintenant à faire voir que tout nombre entier compris dans 
la formule 

peut être considéré comme formé par l'addition de /w n- 2 nombres 
polygones de Tordre w -h 2. Or, comme zéro et l'unité font partie de la 
suite des nombres polygones d'un ordre quelconque, et que l'on sup- 
pose 

le nombre r peut toujours être considéré comme représentant la somme 
de /n — 2 polygones de Tordre m -+- 2. Il suffira donc de prouver que 
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tout nombre entier compris dans la formule 



(3) 



(^)- 



est la somme de quatre nombres polygones du même ordre; et, en 

effet, 5 éUint par hypothèse impair, ainsi que A, et compris entre les 

limites 

y/SX: — 2 — I , sj^ky 

on pourra, d'après le théorème IV, résoudre simultanément en nombres 
entiers les deux équations 

( /: — ^* -h w' -h ç'- 4- ^v^, 

(4) 

( s =Lt -\- u H-c -\- iv; 

d'où l'on conclura 

I m{ ] 4- t 



(5) 



<^')-- 



ni 



-h m 






La formule (3) est donc la somme de quatre nombres polygones de 
l'ordre m-b 2; ce qui complète la démonstration du théorème VHI. 

Corollaire I. — k cl m étant supposés constants, la plus petite et la 
plus grande des valeurs que A,, puisse recevoir sont, conformément au 
Tableau n«2. 



(6) 



(c.=„.(^) 



Dans ces formules 5, et^o désignent respectivement le plus petit et le 
plus grand des nombres impairs compris entre les limites 

(7) y/SÂ^'à-I, v/4^. 
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Si maintenant on change k en i -h 2 et que l'on désigne par s\, s[^ le 
plus petit et le plus grand des nombres impairs compris entre les 
limites 



(8) v/^(^H-2)-2-I, s/M/c-^2), 

les formules (G) deviendront respectivement 

/ -. /A- -h 2 —s'\ 
B,.,, = m (^ ^^ '- j -h s, , 

I Cam-s = fn ( ^~~~) -+" *'i -^ "^ — 2- 

D'ailleurs il est facile de s'assurer que la différence des deux limites 



(9) 



y/3 ( A- ^- 9. ) — 2 — I , v 3 A — 2 — 1 

est toujours inférieure à deux unités. II n'y aura donc pas de nombre 
impair compris entre ces deux limites, ou bien il n'y en aura qu'un ; et, 
par suite, on aura toujours 

(10) v'i^^i ou bien s\^=z s^ -\- 2, 
De même, la différence des deux limites 

\/'UA-4-2), v^4Â 
étant toujours inférieure à deux unités, on aura néeessairemeni 

(11) .Vj =. .9, ou 5', = Si ~r 2. 

(]ela posé, la première des équations (9) se réduira évidemment a l'une 
des deux suivantes 

(12) B/,^.8 = Ba ^-/", Ba-h-j ~ Ba- H» 2 ; 

et la seconde des équations (9) à l'une de celles qui suivent 

( 1 3 ) Ca-^., = Ca- h- m, Ca^-, ^ Ca -4- 2. 

On aura donc, dans tous les cas possibles (/« étant > 2), 

i Bamj^Ba + 2, 

f La-i-s > Ca- -h 2 ; 
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et, par suite, 

On Ipouverait de même 

Q-4-4 1> Cah-J» Cah-6 > Q-h*» • • • • 

Si donc on met successivement à la place de k les différents termes de 
la progression arithmétique 

ky /r -f- 2, A H- 4, A* -h 6, . . . , 

les valeurs correspondantes de C^t, que nous représenterons par 

^A> t^A-i-l, ^A"-»-*» t^A-HJ> •••> 

seront toujours croissantes ; et, comme ces mêmes valeurs sont entières, 
elles finiront par devenir plus grandes que toute quantité donnée. 

Corollaire IL — Chacun des nombres Ca, C)t^2» CA^_4, ... estdécompo- 
sable en m -j- 2 nombres polygones de Tordre /n -f- 2. 

Théorème IX. — Soient k un nombre impair quelconque, s^ le plus petit 
des nombres impairs supérieurs à la limite \l'5k~ 'i — i ; et faisons 



*^*="<^)--v 



(i) Ca- — m( — ^j -h5, 4-m — 2, 

m étant entier et '^ 1. Soit, de plus, Ca^.2 ce que devient C^ lorsqu'on rem- 
place k par k -h 2. Chacun des nombres entiers compris entre les limites 

C/t, Ck-ii 

sera toujours décomposable en //2 -f- 2 nombres polygones de l'ordre 
w -f- 2. 

Démonstration. — On doit distinguer deux cas différents, suivant que 
le nombre des entiers impairs compris entre les limites 



y/SA' — 2 — I, y/4(A:4-2) 

est supérieur ou simplement égal à Tunité. 

Supposons d'abord qu'il existe deux ou plusieurs nombres impairs 

OEui^res de C — s, l\,i. M. 44 
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compris entre ces mêmes limites. Alors, en adoptant les mêmes nota- 
tions que dans les théorèmes précédents, on trouvera 



Cela posé, la première des équations (9) (théorème précédent) don- 
nera évidemment 



Bu^2- m(' 



- - s. 
2 



ou, ce qui revient au même, 

(m devant être > 2). D'ailleurs nous avons fait voir (théorème précé- 
dent) que tout nomhre entier compris entre les limites 

est décomposahie en m-f- 2 nombres polygones de Tordre m -h 3. La 
même proposition, étant applicable aux nombres entiers compris entre 
les limites 

le sera encore a fortiori, en vertu de la condition (2), aux nombres 
entiers compris entre les limites 

et comme C)t peut être aussi décomposé de la même manière, il en 
résulte que le théorème IX est déjà démontré pour le cas où plusieurs 
nombres impairs se trouvent compris entre les limites 

V^3 k — x — i, \/4 ( /»• -h 2 ). 

Supposons en second lieu qu'un seul nombre impair se trouve com- 
pris entre les limites dont il est ici question. Il n'y en aura qu'un seul, 
à plus forte raison, entre les deux suivantes 

/3(A'-f-îr-2-i, v/4(A- + i); 

et, par suite du théorème VII, on pourra toujours résoudre simultané- 
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ment en nombres entiers, ou les équations 

( A- -h I = f» + M» -I- »'» 4- tv', 
(3) 

( 5, H- I 1= ^ -\- u -\- V H- (!', 

ou bien les deux suivantes : 

( A- -f. j ~ ^ï -t- M» -4- r*-|- IV*, 

(4) 

Dans la même hypothèse, on aura nécessairement 
et, par suite, 



(5) 



Bah.î = «/ i—-^-'À-^s,-^m — Q-h ; 



D'ailleurs, comme le nombre Ca et tous les entiers compris entre les 
limites 

sont décomposables en m -j- 2 nombres polygones de l'ordre m 4- 2, il 
résulte déjà de l'équation (5) que, parmi tous les termes de la suite 

CaH- I est le seul pour lequel on pourrait révoquer en doute la possi- 
bilité d'une semblable décomposition. Mais ce nombre, étant égal à 



■c-^o-'- 



m — I , 



peut être, en vertu des équations (3) ou (4)» présenté sous Tune ou 
l'autre des deux formes suivantes 



i /'h- w*4- r*-f- (V*— l— u — \' — %v\ 



-4- / -h ;/ H- i* -f- tï' -h m — 2, 
-4- ^-h M H- i'H- »'; 



et comme, sous l'une ou l'autre de ces deux formes, il est évidem- 
ment la somme de m -+- 2 nombres polygones, dont m — 2 sont égaux 
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à zéro ou à Tunité, on voit que tous les nombres entiers compris entre 

C)t et Q-Hî 

satisfont encore, dans la seconde liypotliese, à la condition énoncée. 

Corollaire L — Il suit de tout ce qui précède, non seulement que 
les nombres entiers compris entre C;t et Q+a sont décomposables en 
m 4- 2 nombres polygones de l'ordre m -t- 2, mais encore que la dé- 
composition peut toujours être effectuée de manière que m — 2 nom- 
bres polygones soient respectivement égaux à zéro ou à l'unité. 

Coivllaire IL — La même proposition est évidemment applicable 
aux nombres entiers compris entre les limites Cah^^» Q^-4» ^ ceux qui 
sont compris entre les limites Q^ji, Ca+o, ... et, par suite, à tous ceux 
qui sont renfermés entre les limites 

Ca- et Cah-î/» 

k et /étant deux nombres entiers pris à volonté. 

Théorème X. — Tout nombre entier est décomposable en cinq penta- 
gones, six Iiexagones, sept heptagones, . . . , et en général en m -h 2 nom- 
bfvs polygones de l'ordre m,-\- i[m étant > 2). 

Démonstration. — En effet, adoptons pour un moment les notations 
ci-dessus employées (tbéorèmes VIII et IX). Il est démontré par le 
théorème VIII que tout nombre entier compris entre les limites Byi, C* 
peut subir la décomposition dont il s'agit, et par le théorème IX 
(corollaire II) que la même propriété appartient à tous les nombres 
entiers compris entre les limites Ca et C^^a;» f^ et / étant pris à volonté. 
D'ailleurs, si l'on suppose A= i, /=:X), on trouvera 

Ainsi, en vertu des théorèmes VIII et IX, la décomposition énoncée 
sera possible pour tous les nombres entiers compris entre les limites 
I et 00; ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire L — Les démonstrations que nous avons données des 
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théorèmes VIII, W et X prouvent évidemment que la décomposition 
d'un nombre entier en /n -h 2 nombres polygones peut toujours être 
effectuée de manière que m 4- 2 de ces nombres soient égaux à zéro 
ou k l'unité. Par suite, tout nombre entier est égal à la somme de 
quatre pentagones, ou à une semblable somme augmentée d'une unité; 
a la somme de quatre hexagones, ou a une semblable somme augmen- 
tée d'une ou de deux unités; à la somme de quatre heptagones, ou \\ 
une semblable somme augmentée d'une, de deux ou de trois unités, 
et ainsi de suite. 

Corollaire II, — Si l'on veut, à l'aide des méthodes ci-dessus expo- 
sées, décomposer un nombre entier N en m 4- 2 nombres polygones de 
l'ordre m H- 2, il faudra commencer par chercher une valeur de X% telle 
que le nombre donné N soit compris entre les limites 

Lx'j L^_4.j. 

Pour obtenir une valeur approchée de k, on fera 

N=:zC,.; 
et, comme on a généralement 

Ca: = /« ( j H- ^, 4- m — 'A, 

s^ étant le seul nombre impair compris entre les limites 



y/S A- — 2 — I , y/s A- — 2 -h I , 
on pourra remplacer, sans avoir à craindre une erreur considérable. 



s, par y/S A — 2 
et 

Cjk par m ^ -+- v^3 A- — 2 h- //i — 2 ; 

par conséquent la valeur approchée de k se trouvera déterminée par 
l'équation 



rn , m — 2 



(I) N-:!:i/t-f-m-2- V 3 A - 2 

2 2 * 
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ou, ce qui revient <iu même, par la suivante : 



(-0 



— A — (N"m4-2) ~ - - ^.(3A — 2). 



Cette dernière équation étant du second degré, on en tirera deux va- 
leurs de X-, dont la plus grande sera celle qui doit vérifier l'équation (i\ 
La valeur approchée de k étant ainsi connue, on en déduira sans peine, 
après quelques essais, la valeur véritable avec les valeurs correspon- 
dantes des quantités que nous avons désignées par 

Cela posé, il suit des théorèmes VIII et IX que la valeur de N se trou- 
vera nécessairement comprise parmi les nombres 

(3) Bxm-î, Bjt^-j-hi, ..., Cjt+-j — I, Cjt + i, 
excepté un seul cas, dans lequel elle sera égale k 

(4) C,-^i. 

Déplus, si la valeur de N est comprise parmi les nombres de la série (3), 
on pourra faire 



(5) 



. - / A- -h 2 — 5' \ , 



s' étant un nombre impair compris entre les limites v'3(A-i- 2) — 2 — i , 
V^4(^-+-2), et r étant </w — 2. Dans la même hypothèse, on pourra 
résoudre simultanément en nombres entiers les équations 



(6) 



A- -t- 2 =:: ^* H- «* 4- f* 4- w'. 



En joignant celles-ci h l'équation (4)» on verra que le nombre N est 
égal à la somme des quatre nombres polygones 

augmentée de r unités. 
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On peut déterminer facilement les valeurs de s' et de r par le moyen 
de Téquation (5) mise sous la forme suivante : 

(7) N - Bj,^,= (m - ^)-'^'' -i- r. 

En effet, dans cette dernière équation, 

1 

est évidemment le quotient de la division de N — H^^^ P^^ m — 2, et r 
le reste de cette division. On doit seulement observer que, r pouvant 
être égal à m — 2, il est permis, lorsque la division donne zéro pour 
reste, de remplacer ce reste par m — 2, pourvu qu'on diminue en 
même temps le quotient d'une unité. Il devient même indispensable 
d'en agir ainsi lorsque N est égal à Çt^^i- 
Dans le cas d'exception, on a 



(8) 



N = C*4- I = m N ■ M -i- 5, H- m — 1 , 



s^ étant le seul nombre impair qui soit compris entre les limites 
v3^— - 2 — 1, v'4^- Dans le même cas, on peut résoudre en nombres 
entiers l'un des systèmes d'équations (3) ou (4) (théorème LX). En 
joignant un de ces systèmes à l'équation (8), on en conclut immédia- 
tement la décomposition du nombre N en m^- 2 nombres polygones, 
dont m — 1 sont égaux à l'unité ou à zéro. 

Exemple. — Supposons qu'il s'agisse de décomposer 1 14 en six hexa- 
gones. On aura 

m = 4, N=:ii4; 

et par suite l'équation (2) deviendra 

(9) 4(^-56)»=ir3A--2. 

La plus grande racine de cette même équation est, en nombres ronds, 

A = 63. 
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Pour connaître le degré d'exactitude de cette valeur de k, j'observe 
qu'on a, pour m = l\y 

C,.^,= 2(A'-f-3)-5;; 



(lo) 



et comme, dans le cas où Ton suppose k = 63, on trouve 

5'=:5^=:l3, 

les valeurs de Ca, CA^-2 se réduisent, dans cette hypothèse, a 

Ca==i28 — i3 == ii5, , Cx;_Hj = i32 — 13 = 119. 

Le nombre donné ii4 n'étant pas compris entre les limites ii5 et 1 19, 
la valeur présumée de k est nécessairement trop forte et doit être 
diminuée au moins de deux unités. 
D'ailleurs, lorsqu'on suppose 

A=6i, 
on trouve 

s] = s,— i3, Ca = iii, Ca^,=:ii5; 

et, comme 114 est compris entre les deux derniers nombres, la va- 
leur 61 de ^ est exacte. Cela posé, on trouvera que s.^, ou le plus grand 
nombre impair compris dans >J^{k -^ 2), est égal à ij; d'où l'on con- 
clura 

Ba-h, ==2(A-f-2)-i5 = iii, N- Bah-i — 3. 

L'équation (7) se réduira donc a 

s' — ç' 

(U) 3:-.= 2-?-— + ,-, 



et l'on aura, par suite. 



ou 
et 



2 



s^ — s 

2 



s' =zS^ — 2 r=: i3, 
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Cola posé, les équations (.)) et (G) deviendront respectivement 

/ \ = li4=:2 x63 — l34-I, 

( I '.>. ) ' 63 = ^* -h M* -f- ('« -+- iv\ 

{ 1 3 ==: ^ -h /l -f- i' -f- tV. 

Pour résoudre les deux dernières, je lais 

4 X 63 - (i3)»=:83 = .r2-f- v»4- z\ 
et je trouve 

d'où je conclus, à l'aide des formules 

1 3 H- .r -h >' H- 5 ^ y -h z , j- -f- 5 ^ .r -h y 

/ zz: ^— : , // Z= ^ — ^ j i-^^ ï nz^/ ^, 

:i a ^ •< 

les valeurs suivantes de t, m, r, iv, 

/ r= 6, /£ z= 5, r=il, n-rrri. 

Kn adoptant ces mêmes valeurs, on trouve pour celle de N 

z= 66 -f- 45 -f- i-f- 1 -h i-f- o. 

Nous avons donc effectivement décomposé 1 14 en six hexagones, dont 
trois sont égaux à l'unité, et un k zéro. 



OEuvres A? C. — S. H, t. VI. 4 >. 
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SUR LÀ NATURE DES RAQNES 



DE 



QUELQUES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 



§1. — Considérations générales. 

J'ai fait voir, dans le XVII*^ Gabier du Journal de T École royale Poly- 
technique, qu'étant donnée une équation algébrique d'un degré quel- 
conque, on peut toujours composer, avec les coefficients de cotte 
équation, des fonctions dont les signes déterminent, dans cbaque cas 
particulier, non seulement le nombre des racines imaginaires, mais 
encore le nombre des racines réelles positives et le nombre des racines 
réelles négatives. Il est donc possible de fixer a priori la nature des 
diverses racines d'une équation algébrique. La difficulté de résoudre 
la même question pour les équations transcendantes a été signalée 
par M. Poisson, dans le dernier des Mémoires qu'il a publiés sur la 
théorie de la chaleur. Toutefois, dans la plupart des problèmes de 
Physique mathématique, on rencontre des équations qui renferment 
des lignes trigonométriques ou des exponentielles, et dont la solution 
est nécessaire pour la détermination précise des lois des phénomènes. 
A la vérité, la comparaison des résultats que fournissent les diverses 
méthodes employées par les géomètres faisait soupçonner que plu- 
sieurs de ces équations n'admettent pas de racines imaginaires. Mais 
on n'avait aucun moyen direct de s'en assurer et de reconnaître si les 
racines d'une équation transcendante sont toutes réelles. On doit 
néanmoins excepter les deux équations fort simples 

(i) sin.3 =10, 

(2) C0SZ^=ZOy 
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déjà traitées par Euler. Lorsque, dans la première de ces équations, 
on suppose z = .r-i- r\/— i, x et v désignant deux variables réelles, on 
en tire 

, o X . e> -h e-y ey — e y I 

(3) suix h cos.r V — '^^^» 

et, par suite, 

(4) (<?•> + e-^) sinx — o, {ey — e"-^') cosjt ^^ o. 

Or, tant que Ton attribue à a; et a r des valeurs réelles, on ne peut 
évidemment satisfaire à la première des formules [\), à moins de sup- 
poser 

(.)) sina7-=o, cosx=:ihi; 

et Ton tire alors de la seconde 

ey — éf -■>" 1^ o, e'^y =1 I , 
(G) y=^l\(i)=o; 



d'où l'on conclut que le coefficient y de y'—- 1 s'évanouit dans toutes 
les racines de l'équation (1), c'est-à-dire, en d'autres termes, que cette 
équation n'a pas de racines imaginaires. On doit en dire autant de 
l'équation (2), que l'on déduit immédiatement de l'équation (1) en 

remplaçant z par - — z. Il était à désirer qu'on pût acquérir la même 

certitude pour d'autres équations plus compliquées. Ayant entrepris 
des recherches à ce sujet, je suis parvenu à trouver des règles à l'aide 
desquelles on peut fixer la nature des racines dans un grand nombre 
d'équations transcendantes, et spécialement dans celles que pré- 
sentent les théories de la chaleur, de la lame élastique, des plaques 
vibrantes, etc. Avant d'exposer ces règles, je m'occuperai d'abord de 
quelques équations particulières qui ^e rapportent à diverses ques- 
tions de Physique mathématique. 
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§ U. — Sur les racines des équations tang5=;; et iang z^=z a z. 
Considérons d'abord l'équation transcendante 
(i) . lang;; — -. 

On reconnaîtra sans peine, avec Euler {voir\e second Volume d(* Vin- 
troduction à ranalysedes infiniment petits) : i*^ que cette équation admet, 
non seulement trois racines nulles, mais encore une infinité de racines 
réelles, les unes positives, les autres négatives; i^ que les racines posi- 
tives sont renfermées, la première entre les limites t:, 7:h--'î:, la 
seconde entre les limites au, 27r-+--Tc, la troisième entre les limites 
'Jtc, Sti -f- -ir, etc. ; et que la /i**™* racine positive, comprise entre les 

limites /it:, nr. -h fi:, peut être déterminée par le moyen de la formule 
générale 

/('?/* -4- 1 ) t: Ci i a r ?. 1 * 

'^1 -^nr \ TVi^i ; - , IV.. i- 

\ i.i |('î/^ -1-1)7: 1 lo;) l(in-^i)r,\ \ 

Cela posé, si l'on désigne par a, p, y, . . . les racines positives de l'équa- 
tion (i), rangées par ordre de grandeur, on trouvera successivement 

a — 4,493.ii i8 . . . , ^ — 7,7252,j 19. . . , y = 10,904 1 ^ i5 . . . , 

Quant aux racines négatives, elles seront évidemment représentées par 

— «, — ;5, —y, .... 

J'ajoute maintenant que l'équation (i) n'aura pas de racines imagi- 
naires; et, en effet, si l'on y suppose 

- — ■'-+-/ V — ' » 
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X (»t y désignant doux qu<inlités réelles, elle donnera 

(3) < sinîJ- -h sin(2vv — ï) sin2.r H-|(e'->'— e-'.>*) \'— \ 

' ~ cos a .r H- cos ( iy \f^^\) " cos 2 ./• -h \ {e-y -+- e- *«> ) 

OU, ce qui revient au même, 



(4) 



e*** H- 9. cos 2 J? 4- e~'y ^ e^y -h 2 eus 2 .r -h c - *> 

On aura par suite, pour les valeurs de x et de y différenles de zéro, 

e^y—e-^y sin2j- 

(•>) 7 = 

Or, cette dernière équation ne saurait être admise; car, tant que y dil- 
(ere de zéro, r(»xpression 



\y 1.2.3 ' i.2.3.i.r) •••' 

évidemment supérieure à Tunité, surpasse, à plus forte raison, le rap- 
port 



Par conséquent, dans toutes les valeurs de ;: propres à vérifier Téqua- 
tion (i), la partie réelle x^ ou le coefficient v de y/— * doit s'évanouir. 
D'ailleurs, il est facile de reconnaître que la variable x ne peut s'éva- 
nouir sans la variable y; car, si, dans l'équation (i), on pose.r = o, 
elle se transformera dans la suivante 

ey — C'y 

de laquelle on tire 

ey -^ e~y ey — e-y 



V 



ou, ce qui revient au même, 

" \ ■> :j 1 . 2 . 3 7 I . 2 . 3 . I . .i J 
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of Ton ne peut évidemment satisfaire à l'équation (7), la variable j 
étant réelle, sans supposer y = 0. Donc le coefficient de \/— i s'éva- 
nouit dans toutes les racines de l'équation (1), et toutes ces racines 
sont réelles; ce qu'il s'agissait de démontrer. 
Considérons en second lieu l'équation 

(8) Ungz—az, 

a désignant une constante réelle. On reconnaîtra facilement que cette 
équation admet une racine nulle et une infinité de racines réelles, 
deux à deux égales, mais de signes contraires. De plus, si l'on rem- 
place :; par x h- j\/— 1, on obtiendra, au lieu des équations (4)t les 
deux suivantes 

2sin2.r e^y — e'-y 

e^y-h2 cos 2 cr -h 6r *>' ' ' e-y -h 2 cos 2 jr -f- e~'^' ' 

desquelles on déduira toujours la formule (5), en supposant les valeurs 
des variables x et y différentes de zéro; tandis que l'on trouvera, pour 
une valeur nulle de x, 

. . ey—e-y 

(10) ay — — -, 

ou, ce qui revient au même. 



(■■) y — :; ::r-^ « =« 




Or il est aisé de voir que celte dernière équation, divisée par y, n'ad- 
met pas de racines réelles, lorsque a est négatif, ou bien positif, mais 
supérieur k l'unité, et qu'elle admet deux racines réelles, l'une posi- 
tive, l'autre négative, mais égales au signe près, lorsque a est positif, 
mais inférieur à l'unité. Cela posé, en raisonnant comme on l'a fait 
ci-dessus à l'égard de l'équation (1), on conclura définitivement que 
l'équation (8) n'a point de racines imaginaires, si ce n'est lorsqu'on 
suppose 

(12) a>o et <i. 
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auquel cas elle admet deux racines de cette espèce et de la forme 

(i3) z^KsJ^^i. ^ = -îv'=rr, 

X, désignant une quantité positive déterminée par la formule 

I H 1 h. . . 

, ,, I .2.3 I .2.3.4.5 

(i4) a— — 



1-4- -^ H V-T ^- • • " 

1.2 1.2.3.4 



Les équations (i) et (8), que Ton peut encore écrire comme il suit 

(i5) sin^ = -3cos^, 

(16) sin-3 = a4; cos:;, 

se retrouvent dans plusieurs questions relatives à la théorie de la cha- 
leur et à la théorie des ondes. 

§ IIL — Sur les racines de l'équation lang5:= a- -h 6. 

Considérons maintenant l'équation 

(1) IdiUgz — az-^b, 

a et b désignant deux constantes réelles dont la seconde ne soit pas 
nulle. On reconnaîtra sans peine que cette équation admet une infinité 
do racines réelles, les unes positives, les autres négatives. De plus, si 
Ton y remplace z par ^" 4- j\/— i , x et y étant des variables réelles, 
on en tirera 

, , , 2sin2J^ e*y — e^'y 

(2) ajr-^0:=:z-— — , rtr=r-— — . 

e-y H- 2 cos 2 j: H- e-*.> "^ e-y -h 2 cos 2 .v + e -y 

Or le trinôme 

e-y -h 2 cos 2. r -f- e-^y 

étant essentiellement positif, et les deux quantités 

r, e^y— e~^y 
étant toujours de même signe, il est clair que, si la quantité a devient 
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négative, on ne pourra satisfaire à la seconde des formules (2) k moins 
do supposer j = o. Cette remarque s'étend au cas même où la con- 
stante a s'évanouirait; car, dans ce cas particulier, la seconde des for- 
mules (2) donnerait 

ou, ce qui revient au même, 

I I . 2 . J 1.2.3.4.'^ J 

et, par conséquent. 

Donc, si l'on a 

(3) 070, 

l'équation (1) n'admettra pas de racines imaginaires. 

Concevons à présent que la constante a devienne positive. Si l'on 
attribue à la variable v une valeur différente de zéro, on tirera des 
équations (2) 

OU, ce qui revient au même, 

/ ^ \ e^y — e-*y sin2.r 

Or, comme la valeur numérique du rapport 

e'-y—e-*'y 

surpassera celle de la fraction -y l'équation ( >) ne pourra évidem- 
ment subsister qu'autant que l'on aura 

(6) ('-^^y^'' 
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et, par conséquent, 



(7) 



Qax 



<o. 



D'ailleurs, cette dernière condition se réduit, pour des valeurs posi- 
tives de la constante b^ à 



(8) 



2a 



et, pour des valeurs négatives de la constante b, k 



(9) 
Donc 


^ si Ton a 


2a 


(10) 




rt>0, 



toutes les racines imaginaires de l'équation (i) offriront une partie 
réelle supérieure à la quantité supposée positive, ou inférieure 

k la quantité supposée négative. Au reste, on ne saurait douter 

que l'on ne puisse satisfaire par des valeurs imaginaires de 2 a des 
équations de la forme 



(0 



\eingz = az -+- d. 



mais dans lesquelles a serait positif et b différent de zéro. En effet, 
concevons que, a et p désignant deux quantités réelles dont la seconde 
ne soit pas nulle, on suppose 



(II) 



a z= 



4 e*P— e-«P 

e-P-+- 2C0S2a-i-e-'P 4P 

4a 



( 4a /sinaa e'P— e-*P\ 

~ e*P-f-2C0S2a-f-e-*P \ 2a 4(3 / 

Alors, pour vérifier l'équation (i), il suffira de prendre 



5 = a -H (3 v^— I . 



OKuvres de C. — S. H, t. VI. 
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§ IV'. — Sur les racines de l'équation tangs = _;; ,- • 

Considérons à présent l'équation transcendante 
(0 langx; =1= -— — r , 



a et 6 désignant deux constantes réelles. On reconnaîtra sans peine 
qu'elle admet, comme l'équation (8) du § I*% une racine nulle et une 
infinité de racines réelles, deux à deux égales, mais de signes con- 
traires. De plus, si l'on pose, dans l'équation (i), 

Y étant une variable réelle, et si l'on divise ensuite les deux membres 
par r, on trouvera 

a ey — e~y 



{'>■) 



b — y- " Y^ey+e-y) 



1 -h - 

I 




-f 




y' 






-h 


I 


.2.3 


4 


5 


I -H 


I .2 


4- 




y' 




I 


.2.3 


4 





Or il est aisé de s'assurer que cette dernière équation, dont le second 
membre 

y{ey-{-e y) 



reste inférieur à l'unité pour toutes les valeurs réelles de v, n'admettra 
point de racines réelles si, la constante a étant positive, le rapport - 
est négatif, ou bien positif, mais inférieur à l'unité. Donc, si l'on a 
simultanément 

(3) a>o, 5<i, 

a 

l'équation (i) n'aura pas de racines imaginaires, dans lesquelles la 
partie réelle s'évanouisse. 

Il est essentiel d'observer que les conditions ici indiquées, à l'aide 
(les signes > et <[ placés entre deux quantités, doivent être étendues 
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au cas même où ces quantités deviennent égales entre elles. C'est une 
convention qu'il est utile d'adopter pour simplifier les notations, et 
que nous admettrons en général dans la suite de cet article. 

Si les conditions (3) n'étaient pas remplies, l'équation (a) pourrait 
admettre quelques racines réelles, qui, prises deux à deux, seraient 
égales, mais de signes contraires, et par conséquent l'équation (i) 
pourrait admettre des racines imaginaires qui seraient, deux à deux, 
de la forme 

(4) z = Ki-~i. z=.-t:K^^. 

Pour savoir si l'équation (i) admet des racines imaginaires, dans 
lesquelles la partie réelle ne soit pas nulle, on fera 

iV,y désignant deux variables réelles, et l'on tirera de cette équation 
OU, ce qui revient au même, 

sin2>r - h i (g'^ — g~*^) V'"--^ _ a[(x* -\- y^) {x ^ y \^ — i ) -{- b{.r -f- vy/— i )J , 

puis l'on en conclura, en supposant que les quantités x et y diffèrent 
de zéro. 



e*r — e-*y _ a v(6 — > r-— y-) 

et, par suite, 

sin2x i c^y—e'-y i 



(7) 



2x ^ -h J7* -h V* ' 4/ b — X' — y- 



Or cette dernière équation ne saurait être admise si b est positif ou 
nul, c'est-à-dire, si l'on a 

(8) b>o. 
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En eflfett y n'étant pas nulle, la valeur numérique de la fraction 



4V 



sinaj* 



surpassera celle de ; et, si la condition (8) est remplie, la valeur 

numérique du rapport 



b — jc^—f^ 

sera encore égale ou supérieure à celle du rapport 



6 -H X* -h /» 



Donc, lorsque b est positif ou nul, l'équation (i) n'admet pas de ra- 
cines imaginaires dans lesquelles la partie réelle diffère de zéro. Si les 
conditions (3) et (8) étaient simultanément vérifiées, c'est-à-dire si 
l'on avait à la fois 

(9) a>b ei b>o, 

l'équation (i) ne pourrait admettre que des racines réelles. 

On peut encore déduire de l'équation (5) une autre conséquence 
digne de remarque. En effet, comme on a généralement 



^i:^ ? 



(fO) lang5=7 -r= -:= ;^= = ^= r— 

et, par suite, 

I — \J—i iang5 
on tirera évidemment de l'équation (5) 

(12) e-îr-Hîxv^rr ^ {-r + y\f'^)- -^^ b -^ {x -\- ysj^)a\/^ 

Si maintenant on égale entre eux les carrés des modules des expres- 
sions imaginaires que renferment les deux membres de la formule ( 1 2), 



Digitized by 



Google 



(i3) 



DE QUELQUES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 365 

on trouvera 

_vy__ [(^-h.yy/^O'+^H-f^-h.yy/"— " Qgy/^i] [i^—.y\/^Y -\-b—{jc—y\f^i)a\/~i\ 

Or, Texponentielle qui forme le premier membre de l'équation (i3) 
étant nécessairement une quantité positive qui reste inférieure à Fu- 
nité pour des valeurs positives de la variable y et devient supérieure 
à l'unité pour des valeurs négatives de la même variable» on conclura 
de l'équation (i3) que la différence entre le polynôme 

=z (x*— j^'h- 6)*-h ^jc*y*-ha*{a:'-hy*) -+■ 2ay {x^-i-y*— b) 
et le polynôme 

(j^* — y*-h b -h aj)*4- a:*(2j — ay 

c'est-à-dire le produit 

doit être une quantité de même signe que —y. On doit donc avoir, 
pour toutes les valeurs de y différentes de zéro, 

(i4) a{x^-hy-—b)<o. 

D'ailleurs, si Ton suppose 

(i5) b<o, 

la condition (i4) ne pourra être vérifiée à moins que l'on n'ait en 
même temps 

a<o. 

Donc, si l'on avait à la fois 

(i6) a>o et ^<o, 

l'équation (i) ne pourrait admettre que des racines réelles. 
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Il est bon d'observer que les formules (9) et (16) sont comprises 
dans les suivantes : 

(3) a>o et -<i. 

Donc, toutes les fois que ces dernières conditions seront vérifiées, l'é- 
quation (1) n'admettra pas de racines imaginaires. 

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que l'équation (1) 
peut s'écrire comme il suit 

(17) (-3*-h ft)sin5 — a^coss — o. 

En la présentant sous cette forme et supposant les conditions (16) 
remplies, on reconnaîtra qu'elle coïncide avec l'équation qui sert à 
déterminer le mouvement de la chaleur dans une barre cylindrique ou 
prismatique d'une petite épaisseur. 

§ V. — Sur les racines de Véquation tang^ = -pirr- tang(c5 \/ — i). 

Considérons encore l'équation 

(i) Vàiï^z:^ -^iang(c>3v/^i), 

V ' 

qu'on peut aussi présenter sous la forme 

ecz_ Q-cz 
(2) iangw = rt-. :• 

On reconnaîtra facilement qu'elle a une infinité de racines réelles qui, 
prises deux à deux, sont égales, mais de signes contraires, et dont 
l'une se trouve renfermée entre les limites 

n désignant un nombre entier quelconque. De plus, comme il suffit 
de remplacer z par ^ v~ i pour que l'équation (2) se transforme dans 
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la suivante 

(3) tang«==--,^^-^,, 

il est clair que Féquation (2) aura encore une infinité de racines ima- 
ginaires qui seront deux à deux de la forme 

2^ désignant une quantité réelle, et dans l'une desquelles le coeffi- 
cient de v'— 1 se trouvera compris entre les deux limites 

J'ajoute maintenant que l'équation proposée n'aura pas de racines 
imaginaires dans lesquelles la partie réelle diffère de zéro; et en effet, 
si l'on remplace z par x -+- j \^~ i,xety étant des variables réelles, 
cette équation donnera 

(4) lang(a7 -^y^— i) — --p=^ tang(cj7 v^— i — cj), 
ou, ce qui revient au même, 

sin2jc -h \(e^y— e *y) \J— i _ 1 (g'g-g— e-^^-^) -1- \J — i sincîc v 

' ^ ~ C0S2 J7 -h \ (e'J^-h e-^y] ~ i(^îca:_^g-lc-x) _^ C0S2C/ 



et, par suit 


2 sin2x 


^icx e~*^^ 


(6) 


e^y-\- 2 cos2a? -f-e-*>' ~ 


2 sin2cr 




"' e^^^ -h 2 cos 2cy -h e ^"^^ 



Or on tire de ces dernières, lorsqu'on suppose les valeurs de a: et de j 
différentes de zéro, 

' 2.i; 2C/ 4/ ^cx 

D'ailleurs, l'équation (7) ne saurait êlre admise, puisque, des quatre 
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rapports 

sin2;r sinacy é^y — e-^y e**"* — e-^*^^ 

, î:-, , , 

les deux premiers sont inférieurs, et les seconds supérieurs à l'unité 
(abstraction faite des signes). Donc, dans toutes les racines de Téqua- 
tion (2), la partie réelle x ou le coefficient y de y-- ï se réduit à 
zéro. En d'autres termes, cette équation a seulement des racines 
réelles, et des racines imaginaires dont la partie réelle s'évanouit. 

Lorsqu'on réduit les constantes aet c à ±: i, les équations (ti) et (3) 
coïncident toutes deux avec l'une des suivantes : 



(8) langzz: 

(9) tang5 = - 



e=-^e— 


e= 4- e-- 


e=— e-^ 



e^-he — 



Donc chacune de ces dernières admet une infinité de racines qui, 
prises quatre à quatre, sont de la forme 

(10) '- = Ç, -=— ?, x;=:Cv^— I, 5 = — Cv^— I, 

2^ désignant une quantité positive, et n'a point de racines imaginaires 
dans lesquelles la partie réelle diffère de zéro. La remarque que l'on 
vient de faire est très utile dans la théorie des vibrations des lames 
élastiques, attendu que la formule à l'aide de laquelle on détermine 
ces vibrations a pour second membre une fonction des racines des 
équations (8) et (9). 

§ VL — Sur les racines de V équation tangc-s =:/(5). 

Considérons maintenant l'équation 

(i) langea =1/(5), 

c étant une constante réelle que l'on peut toujours réduire, en chan- 
geant s'il est nécessaire les signes des deux membres, à une quantité 
positive, et/(s) désignant une fonction quelconque de la variable z. 
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Si cette fonction, étant réelle, conserve une valeur finie toutes les 
fois qu'on attribue à z une valeur positive ou négative et supérieure 
(abstraction faite du signe) a une limite donnée /, l'équation (j) aura 
certainement une infinité de racines réelles. En effet, désignons par w 
un nombre entier quelconque supérieur à la somme 

/ I 

- -H _. 

7: a 
Comme on aura 

(«-i)7:>/. 

il est clair que, si l'on fait varier z depuis 

Zz=: -In JTT 

jusqu'à 

ou depuis 

c\ 1) 
jusqu'à 

' ( '\ 
z^^ \n 71, 

c\ 1) ' 

dans l'équation (1) présentée sous la forme 

(2) tangc^î— /(5)i=:o, 

le premier membre passera, en même temps que le terme tangc:;, de 
l'infini négatif à l'infini positif, ou réciproquement. Donc il s'évanouira 
dans l'intervalle; d'où il résulte que l'équation (1) admettra au moins 
une racine positive comprise entre les limites 

et une racine négative comprise entre les limites 

OEuvrcs de C. — S. II, t. VI. Ij 
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Donc,, puisque le nombre entier n peut croître indéfiniment, l'équa- 
tion (i) admettra une infinité de racines réelles, les unes positives, les 
autres négatives. 

Il est important d'observer que la limite / existe toutes les fois que 
les racines réelles de l'équation 

(3) 



/(^) 



sont eu nombre fini. Donc, si cette condition est remplie, les racines 
réelles de l'équation (i) seront au contraire en nombre infini. C'est ce 
([ui arrivera en particulier si l'on prend pour/(-) une fonction réelle 
et rationnelle de la variable z, c'est-à-dire, si l'on suppose 

(4) •^^^> = fëî' 

{\z) et F(c) désignant deux fonctions réelles et entières de la même 
variable. Alors le nombre /ne sera autre chose qu'une limite supérieure 
aux valeurs numériques des racines réelles de l'équation 

Si, pour fixer les idées, on prend successivement 



et si Ton remplace en même temps c par l'unité dans le premier 
membre de l'équation (f), on se trouvera ainsi ramené aux équations 
que nous avons déjà traitées, et l'on reconnaîtra immédiatement que 
chacune d'elles admet une infinité de racines réelles positives et de 
racines réelles négatives. 

Revenons maintenant au cas oii, la constante c étant positive, la fonc- 
tion /[z) a une valeur quelconque. Alors, si l'on remplace :; par 
.r -hyy/— i, r et/ étant des variables réelles, on pourra supposer 

(6) /(.r -I- V v'" ) -^ P + V^^, 
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P, Q désignant des fonctions réelles des variables j?, y; et Téquation (i) 
donnera 

ou, ce qui revient au même, 

(8) P=-s r-) Qz=— — 



^««^•r -^ 2 cos 2 c cT -h e~ *''•>' e-'.>' h- 2 cos 2 c uT 4- e '^'*' ' 

puis on en conclura, pour des valeurs de x et de y différentes de zéro, 
sin2cj: Q e*^r— e-«<-r p 

(()) -=: , 

1CX y i\cy X 

Or, comme la fraction 

4 c V 1.2.3 1.2.3.4.5 

toujours supérieure à l'unité, surpasse, à plus forte raison, la valeur 

numérique du rapport ^) il est clair que Téquation (9) ne pourra 

subsister si les fonctions P, Q sont telles que, pour toutes les valeurs 

possibles des variables réelles ^r, j, la valeur numérique du rapport — 

p 

demeure constamment égale ou inférieure à celle du rapport -; ce qui 

arrivera si l'on a constamment 
ou, ce qui revient au même, 

(12) (P7 4- Qj:-) (P V - Qo") > o. 

Donc, si cette dernière condition est remplie, indépendamment des 
valeurs attribuées aux variables réelles ^, j, alors, dans toutes les ra- 
cines de l'équation (i), la partie réelle ou le coefficient de y — 1 s'éva- 
nouira; et cette équation n'aura pas de racines imaginaires qui ne 
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soient (le la forme 

C désignant une quantité réelle. 

Si, la condition (12) étant remplie pour toutes les valeurs réelles de 
x et de y, la quantité P se réduit, pour une valeur nulle de x, à une 
fonction de y qui ne puisse jamais s'évanouir, alors la première des 
formules (8) ne pourra subsister pour x = o; et par conséquent l'é- 
quation (t), n'admettant point de racines imaginaires de la forme 
dr ^ yj— I , n'aura que des racines réelles. 

Si la condition (12) se vérifie toutes les fois qu'on attribue à .r des 
valeurs réelles comprises entre deux limites données x^, x.^, et à y 
des valeurs réelles comprises entre deux autres limites 7,, y 2, on 
pourra seulement affirmer que l'équation (1) n'admet pas de racines 
imaginaires dans lesquelles la partie réelle x et le coefficient y de 
\j— 1 obtiennent des valeurs différentes de zéro, et respectivement 
comprises entre les limites 

x^xy, x — x^', y—yu 7-/2. 

Supposons maintenant que la fonction /(c) soit réelle. Alors l'équa- 
tion 



[ . 2 * 1 . •? . 3 

entraînera les deux suivantes : 






I 1.2 1.2.0.4 



Par suite, si l'on fait converger y vers la limite zéro, la quantité P 
convergera vers la limite /(r), et le rapport -^ vers la limite /'(.r). 
Donc, si l'on pose y = o dans la formule (12), après avoir divisé les 
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deux membres pary', elle donnera 

(i5) [/(.r) -h ^/'(^)] [/(^) - ^/(.r)] > o. 

Pour que la condition (12) se vérifie indépendamment des valeurs attri- 
buées aux variables réelles ^,y, il sera nécessaire et il suffira : i" que 
la condition (i5) soit remplie pour toutes les valeurs réelles de .r; 
2" que Téquation 

(1(3) (Pj-+-Q^)(Pv-Qx) = o, 

résolue par rapport à y, ne fournisse jamais de racines réelles qui ne 
soient, deux à deux, égales entre elles. Ajoutons que la condition (ïT)) 
sera remplie si l'équation 

('7) [A^^)-^^/'{'r)][/U)-^V'{^)]^^> 

admet seulement des racines imaginaires, ou des racines réelles dou- 
bles, quadruples, etc., et si de plus la quantité 

('«) /(o) 

obtient une valeur différente de zéro. Dans le cas particulier où celle 
quantité s'évanouit, la formule générale 

(19) /(^)=/(o)4-x/'(<).r), 

qui subsiste toujours pour une valeur réelle de comprise entre les 
limites o, i, se réduit simplement à 

et la condition (i5), réduite elle-même à la forme 

(20) [/'{Ojr)y-[/'(u')y>o. 

ne peut être satisfaite qu'autant que la valeur numérique de la fonc- 
tion /'(j:) devient un maximum pour a: = o. 

Il est facile d'appliquer ces principes généraux aux cas où l'on sup- 
pose que la fonction /(:;) est entière ou même rationnelle, attendu 
que, dans les deux hypothèses, les premiers membres des formules 
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(12), (i5), (rG) et (17) se réduisent îmmédialeinent, ou du raoins peu- 
vent être réduits à des fonetions entières des variables .r, v, ou de la 
seule variable jt. 

La formule (11) et eelles qui s'en déduisent ne sont pas les seules 
qui puissent servir à (ixer la nature des racines de Téquation [\). En 
effet, si, dans eette équation, on substitue à la fonction tangcs sa 
valeur en exponentielles imaginaires, savoir 



(îl) 


, e^-^v'-» — 1 




on en tirera 




(rO 


i-V-i/(-M 



puis, en posant z = x -h y \ - j , 

i'i^) ^'*'"* (cosac.r -h\'— I sinac.r) = -^^ 

I -h Q — P V — * 

Kntin, si Ton égale entre eu\ les modules des expressions imaginaires 
qui forment les deux membres de la formule (23), on trouvera 



ou, ce qui revient au même. 

Or Téqualion (2.)) ne pourra évidemment subsister, pour des valeurs 
de la variable y différentes de zéro, si Ton a, pour des valeurs positives 
de cette variable, 

et, pour les valeurs négatives de y, 

(1-0)^-4-1" ., 
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c'esl-à-dire, en d'autres termes, si l'on a, pour des valeurs positives 
ou négatives de la variable y, 

1 r ('-Q)-4-P' ] 
ou plus simplement 

(20) -^<0. 

f 

Donc, si la condition (26) est remplie, indépendamment des valeurs 
attribuées aux variables réelles x, r, le coefficient de \/— f sera nul 
dans toutes les racines de l'équation (i), et cette équation n'aura pas 
de racines imaginaires. 

Si la condition {i(i) était remplie, non pas en général, mais pour les 
systèmes de valeurs réelles de x et de y comprises entre certaines 
limites, on pourrait seulement affirmer que l'équation (i) n'admet pas 
de racines imaginaires dans lesquelles la parlie réelle et le coefficient 
de \/— I seraient renfermés entre ces limites. 

L'une des conditions (26) ou (11) sera nécessairement remplie toutes 
les fois que l'on aura 

^' y 

En effet, supposons que, pour des valeurs de ^ et de y comprises 
entre certaines limites, la formule (27) se vérifie. Alors, ou la condi- 
tion (26) sera elle-même vérifiée, ou la quantité -^ sera positive, et par 

V 

suite on pourra en dire autant, non seulement de la fraction ~j 

qui, en vertu de la condition (27), devra surpasser le rapport ^y 
mais encore de la somme 

a; y 

Or, si l'on multiplie par cette dernière somme les deux membres de 
la formule (27), on reproduira la formule (ri). Cela posé, il est clair 
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qu(s dans l'une et l'autre hypollièse, toutes les racines imaginaires 
<le Téquation (i), qui ne seront pas de la forme iJ^y — i, offriront 
des parties réelles et des coettîcients de ^— i situés hors des limites 
données. Si la condition (27) élait remplie pour toutes les valeurs 
possibles des variables j- et y, l'équation (i) n'admettrait <|ue des 
racines réelles, ou des racines imaginaires de la forme i: s y "" ^^ 

On pourrait joindre aux formules (2G) et (27) une multitude d'autres 
formules propres à signaler dans l'équation (i), toutes les fois qu'elles 
se trouveraient vérifiées, l'absence de certaines racines. Ainsi, par 
exemple, comme, en vertu de la formule (2^4), on aura, pour toutes 
les valeurs dey différentes de zéro, 

et, par suite, 

jQ J 2. 

^\> V ô 4^Q r- -H I" vu- Q )' -h I" ' ' 

ou, ce qui revient au même. 



il est clair que, si la condition 

se trouve remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux va- 
riables x etj, l'équation (i) n'aura pas de racines imaginaires. 

Observons encore que l'équation (23), qui peut être présentée sous 
la forme 

(3(>) £'-«o(cos2cx-4-v^^sin?.c.r)=: -- ^^^'^/_|_ ^j — , 

entraîne les deux suivantes 

(3.) e-ocosacx:--;-^^'--:^^,;,, .-"-rsinacr^ ^^^^j;^,,. . 
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et que Ton tire de ces dernières, combinées avec la formule (2/1), 

i-P«— Q« 



(32) { 

i . aP 

f sin sic^— - — 

l V^(l4-Qr4-PV'('-Q)'4-*" 

On aura, en conséquence, pour toutes les valeurs de a? différentes de 
zéro, 

2ca; ex y/(i4.-Q)t4_pîy/(i__Q)s_^.p2 

Donc, puisque le rapport 

sinacj? 



'À ex 



est toujours inférieur à Tunité, abstraction faite du signe, on pourra 
en dire autant, si la variable x n'est pas nulle, de la fraction 



^^ V'(i-f-Q)»4-PV('-Q)'-^t'* 
Donc, si la condition 

se trouve remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux va- 
riables X, y^ l'équation (i) n'aura pas de racines imaginaires dans les- 
quelles la partie réelle diffère de zéro. 
En général, soit 

(35) tL-^»/» e^^y,co^ieœ, sinacj:'] 

une fonction des quantités or, j, e^*'^\ cossco:, sin2ca; qui, par sa na- 
ture, doive toujours rester supérieure à un certain minimum A, ou 
inférieure à un certain maximum B; et désignons par 

ce que devient l'expression (35), quand on y substitue, pour e^""^^ 

Œuvres rfe C. — S. H, t. VI. 4^ 
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cos2cvr et sin :icx, leurs valeurs tirées des formules ['il\) et (32). Il 
est cL'ïir que, si la condition 

(36) .J;(^-,/)<A, 

^>» 

(3;) ^{x,y)>\h 

se trouve remplie pour toutes les valeurs de x et de 7 comprises entre 
des limites données, l'équation (1) n'admettra pas de racines imagi- 
naires dans lesquelles la partie réelle et le coefficient de v^— » soient 
renfermés entre ces limites. 

Il est bon de remarquer : i" que la formule (26) ne peut être vé- 
rifiée sans que la formule (29) le soit aussi; 2^ que les formules 
(29) et (34), lorsqu'elles ont lieu simultanément, entraînent la for- 
mule (11). 

Au reste, l'utilité des diverses formules analogues a colles que nous 
venons d'établir dépend surtout de leur simplicité; et, sous ce rap- 
port, les formules (26) et (27) paraissent préférables à toutes les 
autres. 

Concevons à présent que, dans l'équation (i), la fonction /(:;) soit 
réelle, et se présente sous la forme fractionnaire 

(4) ^(^>=fêT- 

Posons d'ailleurs 

(38) f(.r -h/ v'^) =- '• -H '^ v/" ', F(.r 4- r/^i) ^ W 4- S y ~ •, 

r, s, R, S désignant des fonctions réelles des variables x, y. On trou- 
vera 

(39) f{^^y^--^) = ^^^^,-^P^^^^^^~ 

ou, ce qui revient au même, 

(f.^ ffr^vu—,)- (/• + V~i) (H-Sv ^'-^)_R/- + S5 + (IU-S/-)v/^ 
(4o) /(.r 4-/S/-.) - -^——^y^^~^^^^ j^^,, , 
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et Ton en conclura 

Hr-hS* . H5 — Sr 

Par suite, les formules (i i) et (27) pourront être réduites à 

(fy?.) <o, 

Rr-1-S.ç R.Ç — S/- 

> o. 



(43) 




.r 


y 


Donc 1 


'équation 






(44) 




tangc;; 


f(=) 

- F(^) 


n'aura 


que des racines 


réelles si le 


rapport 


(45) 




\\.i- 


-S/; 



est négatif; et elle n'admettra pas de racines imaginaires, dans les- 
quelles la partie réelle diffère de zéro, si la valeur numérique du même 
rapport est inférieure à celle de la fraction 

(46) «^-l-!. 

Il est bon d'observer, en passant : 1*' que, la fonction F(.r) étant sup- 
posée réelle, le produit des deux facteurs 

est toujours une quantité réelle et positive, égale au carré du module 
de chacun d'eux, en sorte qu'on a généralement 

(47) F(.r+jv'=:7)F(.r-jV'~i)>o; 

2^ que, pour obtenir les binômes 

(48) R/--hS.v, R.Ç — Sr 

renfermés dans les formules (/p) et (43), il suffît de chercher la partie 
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réelle elle coefficient de y/— i dans le développement du produit 

(49) f(^+Jv/^)F(^-7v/~0. 

Ajoutons que, en vertu de la formule (4)» l'équation (22) devient 

(50) ,».z^^F(.)-hv/^f(.)^ 

F(5)-\/~if(5) 

Il pourrait arriver que le binôme 

fût décomposable en facteurs imaginaires de même forme que lui, en 
sorte qu'on eût 

(52) ¥{z) + v/~ f(^) = [Fi(5) + v^~i fi(«)] [F.(^) 4- sf^i U{z)\ .... 
Admettons cette hypothèse, et posons en outre 

( U{^'-^y\^-^^)= r^-^s^s/^, fj(^ 4-7^ — 0= ''î-^-^^ \/—». •••» 

(53) _ _ 

( Fi(a--h7v'-i) = R,4-S,v/-i, F,(j7-h/v^^)=^R,-4-S,v/=^, ..., 

^M ^« ; ^2> ^2; •••• Rm S, ; R2, Sa; .. . désignant des fonctions réelles 
des variables x,y. L'équation (5o) se présentera sous la forme 

(54) ,,..v^^ F,(.-) + v/^f,(.)F,(.)-hv/5Tf,(^) ^ 

Fi(^)-\/-ifi(^)F,(5)-v/-if.(^) 
et Ton en tirera 

I e^^*^ {cos 2 cjp^ — 1 sinacj?) 
(^"^) j ^ R,~5,4-(S,4-r,)v/^ R,^^^-4-(S,4-r,)v/^ 

Enfin, si Ton égale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui forment les deux membres de la formule ('55), ou plutôt les carrés 
de ces modules, on trouvera 

, .fis ^.,er _ ( R,-^»)' +( S,+ /- ,)« (R> -^,)'-^(8,+ r, )-- 

^'^^ -(U, + 5,)'-h(S,^r,)MH,4-.s,)^4-(S,-/-,)''**'" 
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ou, ce qui revient au même, 

(57) e "^-['-^(R. + ,.).+ (S.-r.)'jL ^R.+ ^.)' + (S.-'-0'J 

Or, il est clair que l'équation (i) ne pourra subsister, pour des valeurs 
de y différentes de zéro, si Ton a simultanément, pour des valeurs 
positives de la variable y, 

R,5, — Siri<o, Rj^t— Sj/-j<o, ..., 

et, pour des valeurs négatives de la même variable, 

Ri5i — Siri>o, Rj^t — Sjrj>o, ..., 

c'est-k-dire, en d'autres termes, si Ton a, pour des valeurs positives 
ou négatives de y, 

/î;q\ Rt5i — SiT t Rj^i— S^r, 

(o8) < o, < o, .... 

/ y 

Donc, si ces dernières conditions se trouvent simultanément vérifiées, 
indépendamment des valeurs attribuées aux variables réelles x,y, l'é- 
quation (54) n'aura pas de racines imaginaires. 

Afin de montrer une application des formules qui précèdent, consi- 
dérons l'équation que M. Poisson a donnée à la page 376 du XIX® Cahier 
du Journal de l'École Royale Polytechnique, c'est-à-dire l'équation à 
laquelle se rapporte la distribution de la chaleur dans une sphère com- 
posée de deux parties de matières différentes. Si l'on fait, pour abréger, 



mî CL ^ aV 



a 



^:z.X, ^^ = {x, 67 = A, hl=.k, p(/4-/')-i=a, 



cette équation deviendra 

[X(X4-|ul)-3*— 3t(/i-Hi)]-scos5sin[x5 

— [X3C4- (X4-fJL)(A-M)]5*C0S5C0SfJL5 

(69) { 

-h[X(X4-|ul) (/: — i)5'4-a(/i — â:h-i)] sin^sin/ic 



— [Xa(A: — i) — (X4- fjL) (// — k '\- 1)]>3 sin5COS|UL5=zo, 
X, (il, A, k désignant des constantes positives, et a une constante réelle 
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supérieure à — i. On aura, par suite, 

les valeurs de V{z) et f{z) étant déterminées par les équations 

. F(j)-i /v[ccosc-+-(A- — Osin:;], 

f î(z) -.: zcoi^z + (A — 1) siiij -4- /i (v cosw — sin^). 

Or, si Ton attribue à F(5), f;^; ces mêmes valeurs, et si Ton fait, pour 
abréger, 

.r -\- Y\'— I =^ '/, .r — V V - « — «', 

le produit (49) se réduira évidemment a 

, , \ [/icosM-!-(A' — i)sini/][rcosi' -h(A — i)sinr] J 

l f(//)F(i')->.(^/-— vv'— Oi f/ • v/ • t 

] '^ ^ ( H-/i (//cosi/ -- sin«) («'cosr — sine) \ 

( ~-\kli (.r — vv^~i)sinMsinr-i-//i' ( — ^^^ — v — * r~ ) ' 

De plus, si Ton divise par v le coefficient de y — i dans le produit en 
question, on obtiendra pour quotient la somme des trois quantités 

(63) — >.[mcos// -h (A — i) sinM][i'cosi^ 4- (A — 1) sint*], 

(64) — }sli{u coSM — sini/) {v cosc — sini), 



Ikh 



(65) 



rsini/sinr-i/('S»"(iLV^01 
L 2VV-I J 

). kli I e^y -Y- e-^y , , • V <?'^ — e-'^y 1 

: COS?.J^— (x^-f- Y ) • 

2 L 2 27 J 



Enfin, il est clair que, en vertu de la formule (4?)» les produits (63) 
et (64), dans lesquels les coefficients de — X et de — XA coïncident 
avec les carrés des modules des expressions imaginaires 

(j: _^ J y/HT j cos( j: -+- / v^— -+■ (^* — sin ( JT 4- r V~), 
(^ 4-7 v^— i) cos(^ 4-7 V'^) — sin(:r 4-jv — 1), 

seront toujours des quantités négatives; et, quant au produit (65), 
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comme on pourra le présenter sous la forme 

il se réduira pareillement, dans tous les cas, à une quantité négative* 
Donc la condition (42) sera vérifiée pour les fonctions F(5), f(:;) déter- 
minées par les équations (61). D'ailleurs, si Ton remplace F(:;) par 
(X -f- \l)z, et i{z) par a, la condition (42), réduite à 

~ a<o, 

sera encore vérifiée si a est positif. Donc alors elle sera remplie, pour 
les deux facteurs qui composent le second membre de Téquation (60), 
ou, en d'autres termes, les conditions (58) seront satisfaites pour cette 
dernière équation. Donc, lorsque la constante a sera positive, l'équa- 
tion (60) n'admettra pas de racines imaginaires. 

Revenons maintenant à l'équation (Sg). Cette équation pourra être 
réduite à 

les valeurs de f(:?) et de ¥{z) étant toujours déterminées par les for- 
mules (61). Or, si l'on nomme P ±: Q \/— i le résultat de la substitu- 
tion de x±y\]— 1 à la place de :;, dans le second membre de Téqua- 
tion (66), la différence 

ne sera autre chose que le coefficient de \/— i dans le développement 
du produit 

(68) -^,(^ + rV~)(P-Qv/~0--^,"(P--Qv/=^). 

On aura d'ailleurs 

(6q ) « { P — Q i/— 1 ) = a 7^ ~- — iT^ -7 i—{ ; 

puis, en ayant égard aux formules (61), et faisant, pour abréger, 

(70) [(X + fJL)wF(// -af(w)][(>.-h/jL)rF(r)-af(«')]"K-f/i% 
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on Irouvera 

/ K'«(p-Qs/~.)=[a+fx)f(.)+«^^;:l] [().+^)««?^-«f(«)] 

.([ucosH ■+■ (A — i)sin«][rcos«' + (A- — i)<iii.] 



= >.(). + fx)«(:r+^v'^0' 



4-/i(«cosi/ — sini/)(i'COsr — sinr) — A/r sin/z^ii.' j 



(,0 



4-).(X4-fJi)*A7iMi(ar4-7V^^)(— — -+-- 7^ — y/— I j— (>.-i-ft)af(«)r 

-h À*(>. +- |jl) a( j; -h :^'V^~)* [ " ^osm -h ( A — i) sinw] [r cosi? -h ^X- — i • ji": 
jl [mcosm 4- (A — i)sinM] [rcosi' -+-(Ar — i)sinr] 1 



I -h/i(wcostt — sini/)(rcos('--sin<') — A7ism»smc^' \ 

et, par suite, 

K«/ ~ j==aX(>-^^)(>H-fx4->.a)[ttCos«H-(A-— i)sini/][v^cosr-h(A-— i)sinr] 

-h aX(X -f- |ji)'A(mcosm — sin«)(i'COSi' — sinr) 

A(A4-|Ut)-A:/t £«M ; 1 j— 2SinMSint'|. 

Or il est clair que, des quatre produits renfermés dans le second 
membre de Téquation (72), les trois premiers restent positifs toutes 
les fois que les quantités X, [x, A, * et i -f- a sont elles-mêmes positives. 
Ajoutons que Ton peut en dire autant du quatrième produit dans 
lequel le facteur 



U\r' ( 



e^y — e~^y siiî'î.r 



ky 



\ — 2sinM si 



sinr 



, , ..(e'y—e-^y sin2^\ é^y -^ e-^y \ 

, I . (2r)* Ar* I sin2wr i\ 

2 1.2 \3 2 2j: 2/ 

1.2.3.4 5 I.2.3...2/i\2/H-I 4 / 

est encore positif, attendu que Ton a, pour des valeurs quelconques 
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de X, et pour une valeur de n égale ou supérieure au nombre 2, 

/ ov * I . C' [ o sinax\ , 

(73) x'-\ — ;r sin2a7-+-cos2a7— -1= / x ( q -}-co8 2.r — 3 jrfx>o, 

(74) -ô- H =~ / (^•— sin«.r)<fj?>o, 

^' ' 3 2 2J7 2 JI'J^ ^ 

, ► V .r* 2 /i 

(;.>) h -7 i>o. 

En effet, la condition (yS) est évidemment satisfaite dès que l'on sup- 
pose /i>2. De plus, pour établir les formules (73) et (74)* il suffit 
d'observer : 1° que la fonction x^ — sin^a? est toujours positive; 2" que 
Ton peut en dire autant de la fonction 



2 -\- C0S2^ 



2^ d7 / \ langj:/ 



qui s'évanouit pour x = o, croît ensuite avec le binôme 1 — -» 

depuis x = o jusqu'à x= -> et reste supérieure, quand on prend 

;r > -, à la quantité 

3 

2 — 1 > o. 

r. 

il suit de ces diverses remarques que la condition (27) sera vérifiée 
pour l'équation (66), tant que les quantités 

X, ^, A, A- et I -h a 

resteront positives. Donc l'équation (66 J ou (Sq) n'aura point, dans 
l'hypothèse admise, de racines imaginaires, à moins que ces racines 
ne soient de la forme y \f^i . 

II reste à savoir dans quels cas on pourra satisfaire k l'équation (Sq) 
ou (60), en supposant 

(76) ^=7V/=^. 

OEuvrcs de C. — S. Il, t. VI. 49 
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Or, celte supposition réduira Téquation (Go) h 

Fi.Kv'-i)-v-if(jv'-i)r/.-t-/^)/-a' 
puis, en prenant a = — i et faisant, pour abréger, 

.V!J V __ ^-p.v X r\*-y -^ e-v-yx l'ry -^ e-y ey — e-y ey —^''\ 

\ \ 2 a V a i )\'i 2 V 7v / 

(78) . '^' "^ ' 

( "^ ' ifxv \ 2 27" y ~ 

on tirera de la formule (77) 

/ , ey— e-y [e'^y-^ e-\^y e\*-y— e-\^y ^ ,. , . e^y— e-\^y~\ 
— A h >.(/ -h /jl) V* • 

\ 2} L ^ 2/^J '^/^J .1 

De plus, comme chacune des quantités 

^>.v_^-r e\^y—e-\^y ey-he-y ^y—e y e^y-he-\^y cv-y — e-i^y 



•2 Y '^[i-y 2 2V 2 2/JLK 

est nécessairement positive, il est clair que, dans la formule (79), le 
coefficient Y de sera positif pour des valeurs positives de >., tx, /i, /% 
et le second membre négatif. Donc alors cette équation ne pourra sub- 
sister, à moins que Ton n'ait < o. Donc l'équation (:k)) ou ((îo) 
n'aura point de racines imaginaires si les quantités 

(80) >., |jL, //, k et () — i-h a 

sont toutes positives; ce qui a effectivement lieu dans la question de 
Physique mathématique à laquelle celte équation se rapporte. 

Il ne sera pas inutile d'observer que l'équation (^^9), dont toutes les 
racines sont réelles, comprend, comme cas particuliers, d'autres équa- 
tions plus simples qui jouissent de la même propriété. Ainsi, par 
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exemple, si l'on pose successivement 

on en tirera 

(8i) (iang^-c)(^tang|^^^?^^)..= o, 

On trouvera, au contraire, en posant h = o et ^ = o. 

Les trois équations précédentes peuvent être réduites k celles que nous 
avons déjà considérées dans les §§ H et IV. 
On trouvera encore, en supposant a = o, 

^ X5*cos-ssin/JL3— (/i -hi);;cos-5COS|UL;: 

(^4) ) ... . . . ,, , 

I -h a(a- — i)5sin5sin|UL3-h (/i — A-hi) sin5C0S|UL:;=io; 

en supposant a = oo , 

i X;;'cos;;cosac -h (A 4- i)^C0S5sina5 

(85) r V / r 

( -}->.(A — i)^sin5C0SfJL5 — (/< — Â- -f- i)sincsinfJLJ=i o; 
en supposant (x = i, 

/ [X (A -h II.) {k — i) ;ï«-h a(/i — A: -+- i)] tang';; 

(86) -h[^(X-f-|UL)^'— a(/i-M)-X«(A'— i)-+-(>.-+-/x)(/i-A--hi)]clang;; 

- [Xa 4- (). -h fJL) (A 4- I)]3*^^ o; 

enfin, en divisant par A, et supposant | -~ o, 7- = i» 

(87) langfjL- 4- X tang5 1:::^ — -^ — i--;;(i — Xlangs tang/z;;), 

ou, ce qui revient au même, 

(88^ ^Q"gj^^"*"^-^^"g^ _ ^"*~P , 

I — X lang5 tang|ULv ~~ i — O'*' 
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Chacune de ces diverses équations a toutes ses racines réelles lorsque 
les quantités (80) sont toutes positives. De plus, si, dans la formule (88), 
on pose successivement ô = i, = ao , on obtiendra les deux équa- 
tions 

( 89) j — X lang^ langfjL^ = o, 

(90) tangfjt^ -+- X tango = o, 

dont toutes les racines seront réelles, pour des valeurs positives des 
constantes X et [x; ce qu'il serait facile de prouver directement à 
Taide de la condition (26) qui se trouve vérifiée quand on prend pour 
/(:;) une des deux fonctions 

) — Xtanc::;. 



Atang-3 

Considérons encore l'équation 

(91) azsinzzize-^^-^ 

qui peut être présentée sous la forme 

(92) lang^ 



az -H y/ — 1 

On aura, dans ce cas particulier, 

P Q_ ^«+J 



et par conséquent la formule (27) se trouvera réduite \\ 

(93) 2(7 -^->0. 

y 

De plus, comme, en prenant z=y yj-- 1 , on tire de l'équation (91 ; 

2(?>' 



(9'l) Ct=:-^ 



y(ey—e~y) 



il est clair que, si l'on attribue à la constante a des valeurs positives, 
l'équalron (91) n'admettra point de racines imaginaires de la forme 
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vy~i. D'ailleurs, dans cette hypothèse, la condition (93) sera véri* 
fiée pour toutes les valeurs positives de la variable j, et pour les va- 
leurs négatives de la même variable situées entre les limites — 00 , 

— . _L . Donc alors, dans toutes les racines imaginaires de l'équation (9 1 ), 

le coefficient de v'— i sera nécessairement négatif et renfermé entre 

les limites o, —- Ajoutons que cette équation, qui peut s'écrire 

comme il suit 

(95) az sinw — cos5 -^\^— 1 sin^^zo, 

n'aura aucune racine réelle et finie. 

§ V^ll. — Sur les racines de r équation langZ=/(s), dans laquelle IL et f{z) 
désignent deux fonctions distinctes de la variable z. 

Soient Z,/(z) deux fonctions quelconques de la variable z, et consi- 
dérons l'équation transcendante 

(r) langZ=:/(5), 

que l'on peut aussi présenter sous la forme 

(2) tangZ -/(;;) = 0. 

Il est facile de voir que cette équation aura une infinité de racines 
réelles si, les fonctions Z, f{z) étant supposées réelles, les racines 
réelles de l'équation 

<" 7k=° 

sont en nombre fini; et si de plus, tandis que la valeur numérique de:: 
devient très grande, la fonction Z s'approche indéfiniment, en restant 
continue, de Tune des limites — 00, -+- ao. En efl*et, concevons que ces 
conditions soient remplies. Alors, si l'on désigne par n un nombre 
entier très considérable, on pourra satisfaire par des valeurs réelles 
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(le z, soit aux deux équations 

soit aux deux suivantes 

(5) Z = -(«+i)::, Z = -(«-i)7r; 

et, si l'on nomme s,, 5^ les valeurs dont il s'agit, il suffira de faire 
varier z entre les limites -s,, z.^ pour que le premier membre de l'équa- 
tion (2) passe de l'infini positif à l'infini négatif, ou réciproquement. 
Donc ce premier membre s'évanouira dans l'intervalle, et l'équation 
(î) ou (2) aura au moins une racine réelle comprise entre les limites 
5 = 5,, 5 = 5.^. Donc, puisque le nombre n croît, avec les valeurs nu- 
mériques de z^ et de 5^, au delà de toute limite, l'équation (i) admet- 
tra une infinité de racines réelles. 

On ne pourrait plus en dire autant si, pour de très grandes valeurs 
numériques de la variable z, la valeur numérique de la fonction Z ne 
pouvait surpasser une certaine limite X. x4insi, par exemple, dans 
l'équation 

que fournit la théorie de l'équilibre d'une masse fluide homogène douée 
d'un mouvement de rotation, la valeur numérique de la fonction 

(7) Z= ^(7=^-^9) 



ne peut surpasser un certain maximum 



I, 201... = (0,7649...) -, 



correspondant à la valeur réelle 2,828. . . de la variable z, c'est-à-dire, 
à la racine réelle de l'équation 



(8) 814-99^' -^43^^-7^ 



.6- 
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Par conséquent, dans Téquation (G), la valeur numérique de la va- 
riable z, supposée réelle, ne peut surpasser le nombre 

tang(76%49') = 2,583.... 
D'ailleurs, si l'on présente cette équation sous la form^ 

on reconnaîtra que le premier membre, qui s'évanouit pour z = o et 
qui a pour dérivée la fonction 

décroît depuis js= o jusqu'à s= \/5, obtient, pour z = \/3 = 1,732..., 
une valeur minimum qui est nécessairement négative, et croît ensuite 
depuis 5 = 1,732.. . jusqu'à 5=2,583..., en passant du négatif au 
positif. Donc l'équation (6) aura une seule racine réelle, comprise 
entre les limites 1,732... et 2,583...; ce que M. Laplace avait déjà 
prouvé, mais par une autre méthode, dans le Tome II de la Mécanique 
céleste. La racine dont il s'agit a pour valeur très approchée le nombre 

2,5292 

•Revenons maintenant au cas où les fonctions Z,/{z) ont des valeurs 
quelconques. Alors, si l'on remplace z paric-f-j\/— 1, .x et y étant des 
variables réelles, on pourra supposer 

(10) Z = M -h N v/~, A^ -+-.r v^"^) ::= P -h Q v^", 

M, N, P, Q désignant des fonctions réelles des variables ^r, ^; et l'é- 
quation (1) donnera 

ou, ce qui revient au même, 

, , -. 2sin2M ,. e-^—e-'^ 

(12) P ZH —^ z-^ -^ , Q HZ 

^ e^^ 4- 2 ces 2 M 4- e-*^ ^ 
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puis, en attribuant aux variables^, r des valeurs qui ne vérifient pas 
l'une des équations 

(i3) M = o, 

(l4) N=:zO, 

on conclura des formules (12) 

sinaM _ e^^-e-^^ P 



(i5) 



2M N "^ 4N M 



Or, cette dernière équation ne pourra évidemment subsister si les fonc- 
tions M, N, P, Q sont telles que, pour toutes les valeurs possibles des 

variables réelles x, y, la valeur numérique du rapport ^ demeure 

p 

constamment inférieure à celle du rapport t^; ce qui arrivera si l'on a 

constamment 

(S)'-(^y>- 

Donc, si cette dernière condition est vérifiée indépendamment des va- 
leurs attribuées aux variables réelles x, y, alors, dans cbacune des 
racines de l'équation (1), la partie réelle ^ et le coefficient y de v^'-— i 
vérifieront certainement ou l'équation (i3) ou l'équation (i4). 

Si la condition (i5) se trouvait vérifiée, non pas en général, mais 
simplement pour les systèmes de valeurs réelles de x et de y compris 
entre certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans cha- 
cune des racines de l'équation (1), la partie réelle et le coefficient de 
V^— I sont situés hors de ces limites, toutes les fois qu'ils ne vérifient 
pas la formule (i3) ou la formule (i4). 

Concevons maintenant que l'on tire de l'équation (i) la valeur de 
l'exponentielle e'^^~*, on en conclura 



(17) e 



•2Zv^>-i±_V-JLZli]. 



-V-'/l-) 
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puis, on remplaçant z par x -b-y y^— i , 

(i8) g-'^(cosaM 4- v^^sin2M) ^ lzi Q~^ ^'V ~1 . 

I -h Q — P v/— I 

Si de plus on égale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui forment les deux membres de l'équation (i8), ou plutôt les carrés 
de ces modules, on trouvera 



(19) 



-4X_ (r-Q)^^P' 
~(i-hQ)--i-P»" 



D'autre part, si l'on désigne par un nombre inférieur à l'unité, on 
aura, en vertu de la formule (49) du § VI, 

Par suite, on tirera de la formule (19), en supposant la valeur de N 
différente de zéro, 

ou, plus simplement, 

Q 

Donc, si la condition 

(21) ^<o 

se trouve remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux va- 
riables X, y, alors, dans chacune des racines de l'équation (i), la partie 
réelle et le coefficient de y/— i vérifieront nécessairement la formule 

Si la condition (21) se trouvait satisfaite, non pas en général, mais 
simplement pour les systèmes de valeurs réelles de .r et de j comprises 
entre certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans cha- 
cune des racines de l'équation (1), la partie réelle et le coefficient de 
V^— I sont situés hors de ces limites, ou vérifient la formule (i4). 

CF.uvtes de C. — S. Il, l. VI. 5o 
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L'une des conditions (i6) ou (21) sera évidemment remplie toutes 

les fois que l'on aura 

P o 
(..) M"N>^- 

Donc, si cette dernière condition est satisfaite pour toutes les valeurs 
réelles possibles des variables ce et y, l'équation (1) n'admettra que des 
racines pour lesquelles l'une des formules (i3) et (i4) sera vérifiée. 

Si la condition (22) était satisfaite, non pas en général, mais simple- 
ment pour les systèmes de valeurs réelles de x et dey comprises entre 
certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans chacune 
des racines de l'équation (i), la partie réelle et le coefficient de \/— 1 
sont situés hors de ces limites, ou vérifient l'une des formules (i3) 
et(i/|). 

On pourrait encore, par des raisonnements semblables à ceux dont 
nous avons fait usage dans le § VI, découvrir une multitude de for- 
mules analogues aux formules (iG) et (21), et qui seraient propres à 
signaler, dans l'équation (i), toutes les fois qu'elles se trouveraient 
vérifiées, l'absence de certaines racines. 

Pour appliquer les principes exposés dans ce paragraphe à un 
exemple, considérons en particulier l'équation 

(23) tang5«z^5, 

à laquelle on ne peut évidemment satisfaire que par des valeurs réelles 
de ;;, ou par des valeurs imaginaires dans lesquelles la partie réelle 
diffère de zéro. La formule (21) et l'équation (1^1) donneront respecti- 
vement 

(24) ^<0, 

(25) ar>=:o, 

et Ton en conclura que, dans chacune des racines imaginaires de l'é- 
quation (23), la partie réelle est positive. Si à l'équation (23) on sub- 
stituait la suivante 

(26) iang5-=:3v/— I, 
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alors les formules (ai) et(i4) donneraient 

(27) J<o, 

(28) j?7 = o, 

et, comme évidemment l'équation (26) n'a point de racines réelles, on 
serait amené à conclure que le coefficient de y^— i est positif dans 
toutes les racines de cette équation qui ne sont pas de la forme y y/— 1 . 

§ VI II. — Sur les racines de V équation è^'J-'^z=z/(z), 

Soient toujours Z,/{z) deux fonctions quelconques de la variable z. 
Considérons d'ailleurs une équation transcendante qui renferme les 
lignes trigonométriques 

. e^V^^ — e-zv^ ^ ^jZv'^^e-'^/^ , ^ sinZ 

smZizi ,^__^ > cos/ = 7 langZ = ?;> •••> 

2^/— I 2 cosZ 

et supposons que cette équation, résolue par rapport à l'exponentielle 
e^^-\ se réduise à 

(I) e^->Ft = /(^). 



Si l'on y remplace :; par x -f- r y—i, x eiy désignant deux variables 
réelles, on trouvera, en adoptant toujours la notation du § VII, 

(2) g(M-HNv^) /=T^ p ^ Q ^/z:7^ 
ou, ce qui revient au même, 

(3) ' e-N (cosM -h v^=M sinM) =: P 4- Q \/^, 

et par suite 

(4) e-»î*=P»-hQ». 

Or, on conclura de cette dernière, par des raisonnements semblables à 
ceux dont nous avons fait usage dans le paragraphe précédent, que les 
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valeurs des variables x^y vérifient la condition 



>[ 



>o 



toutes les fois qu'elles ne réduisent pas à zéro la fonction N. Donc, si 
la condition 

se trouve remplie, indépendamment des valeurs attribuées aux va- 
riables œ^ y y alors, dans chacune des racines de Téquation (i), la par- 
tie réelle x et le coefficient j de y^— i vérifieront nécessairement la 
formule 

(6) Nzno. 

Si la condition (5) se trouvait satisfaite, non pas en général, mais 
simplement pour les systèmes de valeurs réelles de^ et de y comprises 
entre certaines limites, on pourrait seulement affirmer que, dans cha- 
cune des racines de l'équation (i), la partie réelle et le coefficient de 
V^— I sont situés hors de ces limites, ou vérifient l'équation (G). 

Il pourrait arriver que la fonction /(:;) fût décomposable en plusieurs 
facteurs, en sorte qu'on eut 

(7) /(^)=/i(^).A(^)/3(^).... 

Admettons cette hypothèse et posons en outre 

Pi» Qi ; Pa» Qa» • • • désignant des fonctions réelles des variables x^y. 
L'équation (r) se présentera sous la forme 

(9) e^^::z:/,(5)/,(^)/3(^)..., 

et la formule (5) deviendra 

(,o) iP]Jl01l(Il±0i):— J>o. 
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Or, cette dernière sera évidemment vérifiée si l'on «i constamment, 
pour des valeurs positives de N, 

(lO p; + Qî>i, P5 + Qj>i, 

et, pour des valeurs négatives de N, 

(12) Pî-+-Qî<i, PÎ^QÎ<i, ...; 

c'est-k-dire, en d'autres termes, si l'on a, pour des valeurs positives ou 
négatives de la fonction N, 

„3, !^i±|!^>o, ni±^>o 

Donc, si ces dernières conditions sont vérifiées, indépendamment des 
valeurs attribuées aux variables x, y, alors, dans chacune des racines 
de l'équation (i), la partie réelle x et le coefficient^ de \/— i vérifie- 
ront nécessairement la formule 

(i4) N.-0. 

Si l'on tirait de l'équation (i) la valeur de tangZ, on trouverait 

puis on en conclurait, en remplaçant :; par x -i- y y/ ~ i , 

(»6) i 

1 — _i_ (P^-Q')"-(i — 2PQv/-i)- 

[ ~^/—i (P-Q«-+-i)«+4P^Q' ' 

ou, ce qui revient au même, 

sin3MH-;(g'^ — g--^)v/^ __ 4PQ-^[i-(P^+Q')']v -I 

Cela posé, en raisonnant comme dans le § VII, on prouvera que la 
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valeur numérique du rapport 

4PQ 
M 

doit rester inférieure à celle du rapport 

i-(P« + Q')» 

N 

pour toutes les valeurs des variables r, y qui ne vérifient pas Tune des 
équations 

(i8) M=ro, N=;o. 

Donc, si l'on a, pour des valeurs de x et dey comprises entre certaines 
limites, 

alors, dans toutes les racines de l'équation (i), la partie réelle et le 
coefficient de y/— i devront être situés hors de ces limites, ou vérifier 
Tune des équations (i8). Ajoutons que l'une des conditions (5) ou (19) 
sera nécessairement remplie si Ton a 

On pourrait encore joindre aux formules (5), (19) et (20) une mul- 
titude d'autres formules qui seraient également propres à signaler, 
dans l'équation (i), l'absence de certaines racines, et que l'on décou- 
vrirait à l'aide de considérations semblables à celles dont nous avons 
fait usage dans le § VI. Au reste, l'utilité de ces formules dépendrait 
surtout de leur simplicité; et, sous ce rapport, les conditions (5), 
(19) et (20) paraissent devoir être employées de préférence. 

Pour montrer une application des principes ci-dessus exposés, sup- 
posons que l'équation (1) coïncide avec la suivante 



[__ ^ -^ gy /— I z -^ bsj— i z-\-c\ 



(21) e=V _ 

z — a \J — i z — b \J — 1 z — c sj — I 
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a, b,c, . ,. désignant des constantes réelles. On aura, dans ceUe hypo- 
thèse, 

(22) M = x, N=:j. 

De plus, les conditions (i3) donneront simplement 

(23) a>o, ô>o, c>o, ...; 

et, par conséquent, si les constantes a, b, c, ... sont toutes positives, 
Téquation (21) n'admettra pas de racines imaginaires. C'est ce qui 
aura lieu en particulier pour les équations 

z — a y — I 
. /— 5 -f- rt v/ — ' z-^b v'— I 

e-v-'= ^-^zr—. ^-=r, 

(24) < z — a\J~\ z — ù\/—i 

I eW^== ^H-gy-T z-^jn/^ i±JiV^, 
f z — a \J — 15 — b y/ — \ z — c y/ — i 
' • • > 

qui peuvent s'écrire comme il suit: 
I lang-5=: -, 

K ' (a^b)z 
' lang -5=: ^-; 7-» 

(25) < 2 z-—aô 

1 (rt -h ^ -hC)-'— rt/.>C 

lang -;;==: -V- . — j— , 

2 5(w' — ab — ac — hc) 

Si Ton supposait, dans l'équation {{),f[z) = 0, alors, cette équation 
étant réduite à la forme 

(26) e^v^—o, 
l'équation {\) donnerait e ^^ = o, et, par conséquent, 

(27) N=oc. 

Si cette dernière ne peut être vérifiée que par des valeurs infinies des 
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variables x et v, Téquation (2(>) n*aura point de racines finies. C'est ce 
qui arrivera si l'on prend pour Zune fonclion entière de z, soit réelle, 
soit imaginaire. Ainsi, par exemple, les équations 

que Ton déduit de la formule (aO), en posant successivement 
Z:~j, Z- '-z\' ~i, Z — — c*v/~i, ..., 

sont du nombre de celles qui ne peuvent être vérifiées par aucune va- 
leur finie réelle ou imaginaire de la variable s. 

Posf scriptum, — Apres avoir terminé les premiers paragraphes de 
TArticle qu'on vient de lire, nous avons reconnu que, pour démontrer, 
comme on Ta fait plus haut (p. 'i)8 et 3k);, la réalité de toutes les 

racines de Téquation tangs = az^ dans le cas où Ton suppose- < i, 

il suffit de développer une observation de M. Fourier. En effet, dans le 
Chapitre V de sa Théorie de la rhafeur{\}. 3G(>), ce géomètre indique 

la substitution de ir -h v y — if au lieu de 5, comme propre a consta- 
ter, dans le cas dont il s'agit, l'absence des racines imaginaires. Quant 
à ridée qu'a eue le même géomètre d'appliquer aux équations transcen- 
dantes des règles établies pour les équations algébriques, elle donne 
naissance à plusieurs difficultés dont l'examen pourra faire quelque 
jour le sujet d'un autre Article. 
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CALCUL DES RÉSIDUS 

POUR DÉTERMINER LÀ SOMME DBS FONCTIONS SBMBLABLKS 

DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE OU TRANSCENDANTE. 



Supposons que Ton désigne par x, y deux variables réelles, par 
z=x-^ysj-'i une variable imaginaire, et par f(j3), Y[z) deux fonc- 
tions quelconques de z. Soient de plus 

(l) Z^, Zly . . . , Z,fi 

celles des racines de l'équation 

(2) • F(:;)=^o 

dans lesquelles la partie réelle demeure comprise entre les limites x^^, 
X, et le coefficient de v^— i entre les limites y^, Y. On aura, en vertu 
des principes du calcul des résidus, 

..,. ^p^ f(3) _ f(^,) f(.-,) . f(^.J 

Le second membre de l'équation (3) est évidemment la somme des 
fonctions semblables de plusieurs des racines de l'équation (2). Si l'on 
veut que les différents termes dont se compose cette somme se ré- 
duisent aux valeurs particulières de la fonction ç(i;) qui correspondent 
\i z := z^, z=z z.^^ . . . , 5 = z^^ il suffira de poser 

(4) p^^=<p{z), f{z) = ^{z)F'{z), 

OEuvres de C. — S, W, X. VI. 5 1 
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ou, plus généralement, 

(5) {(z)^^{z)F'{z)^*i,{z)V{z), 

K^) désignant une fonction de z qui ne devienne pas infinie quand 
on attribue à la variable z une des valeurs 5<, s,, ..., z„. Cela posé, 
on trouvera 

^ ^^ q(z) F'( z\ 

(6, 9(--.) + 9(--.)-H---+9(^.»)=^^?(K-(=Tyr 

et 

Los formules (G) 01(7) s'étendent au cas même où l'équation (3) aurait 
des racines égales. Supposons en effet que les racines s,, s,, ..., s„ 
deviennent égales entre elles, et désignons par ^ leur valeur commune. 

Les fonctions 

F(=), F'(;), F'(5), .... F'-'H^) 

s'évanouiront pour z = X, et le rapport 

?(!: + £)F'(c-ht) 

F(Ç-+-0 

étant développé suivant les puissances ascendantes de e, aura pour 
premier terme le produit 

1.2.3. ..(n-i)«^ ^^^ 

Donc le résidu de la fonction 

^{z)¥'(zj 
' '¥(z)' ' 

correspondant à la valeur :? = î^, sera précisément le produit /iç(Ç), 
auquel on réduit la somme 
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en supposant s, = Sj = , . . = 3„. Le même raisonnement est applicable 
à la formule (7). 

Si Ton admet que la série (i) comprenne toutes les racines de l'é- 
quation (2), on pourra prendre 

a:<, = — 00, X = aq, /,= — oc, Y = oo; 

et les formules (6) et (7) deviendront respectivement 

(8) ? (^. ) + 9 (^.) +■■■ + ? {z„) = l '^I^yZ))} ' 

(9) ?(-Si) + <p(Sî)+--- + ?(-»«) — <J^ //p,.sxx 

Il importe d'observer que les équations (6), (7), (8), (9) peuvent être 
en général présentées sous les formes 

^"^ / »p^ ((y(^)F(^)-q;(;;)F(c))) 

1 O F(-) 

Ajoutons que, si le résidu de la fonction 

(.4) ^ i\' ' 

ou celui de la fonction 

HOKO-(OKO 
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correspondant à une valeur nulle de s, se réduit à une constante dé- 
terminée, on tirera des formules (la) ou (i3), combinées avec Téqua- 
tion (6) de la page 170, 

(16) ^(^,)-H9(.,)-f-...-hv(.,„) -^—5- 7V7~ t- f7^ ' 



U^*))F 



(^) 



ou 



(17) K^*))F(i) 



Les équations précédentes se simplifient dans plusieurs cas qu'il est 
bon d'indiquer. Ainsi, par exemple, lorsque la fonction 

(»8) 9(5)F'(^), 

ou 

(19) 9(:;)F(-)~'|(5)F(5), 

conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies réelles ou inia- 
ginaires de ^, on tire des équations (10) ou (ri) 

ou 

(,„ ,<=,, . „., ..... „.., = X. (i^^^^^^^ )). 

des équations (12) ou (i3) 

OU 

(,3) ,(..)^,(,.)-....-^,(.,j=^((2ii)i:(f),^i(£))), 
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enfin des équations (i6) ou (17) 



(24) 9(s,) + (p(5,)-1-...-(-(p(a«)=^- 



(( 



Md 



9(è)F'(i)-^(i)F(i) 

(25) ^{=,)+<f{z,)+...+^{z„)=i ^-^ ^"^ — .;:' ^^ • 

De même encore, si le produit de la variable 2 par la fonction 

(26) F(.-) ' 

ou par 

s'évanouit pour des valeurs infinies réelles ou imaginaires de z, le ré- 
sidu intégral de cette fonction s'évanouira, et l'on tirera des for- 
mules (12) ou (i3) 

(.8) ,^,,)^,(.,)^...^,^.„)=-i^siiçnûyi 

ou 

Si les deux fonctions F'(:;) et '^(c) conservent des valeurs finies, pour 
des valeurs quelconques de z-, on aura évidemment 

et par suite l'équation (28) ou l'équation (29) donnera 
(3o) ^(5,) + ,p(5,) + ...4.9(4.,,0=-^£,Ç|fj((?(^))). 

Concevons maintenant que, dans les formules (24) et (25), on pose 

(3i) <P(«)---=^ 
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/i étant un nombre entier quelconque. Les premiers membres de ces 
formules se réduiront à la somme des n»*™«* puissances des racines de 
l'équation (2); et, si Ton désigne par 

(32) Sn=z'i + zi-^..,-^z7„ 

la somme dont il s'agit, on trouvera 

KO 



(33) *„=£, 



OU 



(34) 



((*"-')) F Q) 



Les équations ( 33) et (34 ) supposent : i" que la fonction 

(35) F'(^), 
ou 

(36) F'(«)-^F(5), 

conserve une valeur finie, pour toutes les valeurs finies réelles ou 
imaginaires de 2; 2^ que le résidu de la fonction 

OU celui de 



"(0 



correspondant à une valeur nulle de z^ se réduit à une constante dé- 
terminée. Admettons d'ailleurs que la fraction 

(39) '-^ 
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obtienne, pour une valeur nulle de z, une valeur finie a. La différence 



H^ 



— a 



s'évanouira pour 5 = 0, et, si Ton fait 

iF'fi) 

on tirera de l'équation (33) 

puis, en remettant, au lieu de Z, sa valeur tirée de la formule (4o)» 
savoir 

on trouvera définitivement 

,43, ..=_illHi)l_^. 

On arriverait au même résultat en remplaçant, dans la formule (34), 
la fonction ']f{z) par le produit a^s""*. 

Lorsque la fonction Z conserve une valeur finie pour 5 = 0, alors, 
en désignant par £ une quantité infiniment petite, et ayant égard à l'é- 
quation (3o) de la page 29, on tire de la formule (43) 

^^^^ *"- 1.2.3. ..(«-!) de- 

Concevons encore que, dans la formule (3o), on pose 9(2)= ^• 
Le premier membre offrira la somme des racines de l'équation (2), 
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élevées chacune à la puissance du degré — w; et, si Ton désigne par 

(45) ^-«=-T'*-4--;''4-...4-5-« 

la somme dont il s'agit, on trouvera 

ou, ce qui revient au même, 

(47) 5_«=:~^— ^ 



' ((^")) 

Ces dernières formules supposent : i*^ que la fonction F'{z) conserve 
une valeur finie pour toutes les valeurs finies réelles ou imaginaires 
de la variable s; 2^ que la fraction 

(48) ^^^ 



z-¥(z) 



s'évanouit pour des valeurs infinies réelles ou imaginaires de la même 
variable. 

Lorsque la fonction 

F(^)_^1F(.-) 



(49) 



F(^) ■ dz 



conserve une valeur finie pour 5 = 0, alors, en désignant par e une 
quantité infiniment petite, et ayant égard à Téquation (3o) de la 
page 29, on tire de la formule (47) 

I «^«1F(£) 

Pour rendre plus sensible l'utilité des formules que nous venons 
d'établir, nous allons les appliquer à quelques exemples. 

Supposons d'abord que F(s) se réduise à une fonction entière du 
degré m, et que l'on ait 

(5i) F(5) = c'''-hai5'«->4-a,5"»-»-+-. ..-Ha,„_,x; + a,„, 

a,, «2, . . ., a,„_i,a,„ désignant des coefficients réels ou imaginaires. La 
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constante représentée par a, dans la formule (44)> ou la valeur que 
prendra la fraction 



(39) 



'(9 



pour 5 = o, se réduira évidemment au nombre m; et Ton aura par 
suite 



(52) 



C^tY^W^'^Ff M =: I -+- flfi^ -+- a,5« + . . .-h«,„5'' 



Donc, si Ton désigne par^^, la somme des n*^"»*" puissances des racines 
de l'équation algébrique 

(53) .^'«-4- a, 5'»-» -h a, 5"»-* + . . .-i- a,„_,5 -h t7,„r^o, 

on aura, en vertu de la formule (44)» 

..,. ^ __ I ^^ 1(1 + aiB-\- g,e' -h . . . + am-i^'"-^ -H a„,e"') 

(D4) ^«—,.^.3. ..(„_,) 5ê"'~ 

En d'autres termes, la somme s^ sera le coefficient de z" dans le déve- 
loppement du produit 

(55) — n \(i-{- ttiZ -|-ai3*4-. . .-+-«,,,3'"). 

D'ailleurs, on trouvera généralement 



c 



(56) 



= a,5 -ha,^*-h. . .-h a,,, 5'" («i j 4- ûr,5*-h. . . + a,«5'")* 

-f- -^(a,c4-aj5*-|-...-|-flr,,,5'«)» — .. 

— ^-— ^ ( «1 5 -+- a, 5« -h . . . -h a„, 5'" )« 4- . . . ; 



et, si l'on désigne par /?, y, ..., r, N des nombres entiers inférieurs 
à /i, le coefficient de s" dans le développement du produit 

(5;) t:^(^a,z^a,z^ + ,..-ha,„z"^)^ 

OFMt^res de T. — S. U, t. VI. 52 
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s 

sera la somme des expressions de la forme 



(58) 






qui correspondent k des valeurs de/>, q, .... / propres à vérifier les 
deux conditions 

(.K)) />-H7-i-...-f- /i=N, 

((k)) /> -h a<7 -h. . .-+- m/ rr: «. 

Cela posé, on aura évidemment 

le signe ^ indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les crochets, et devant s'étendre à tous les svslèmes 
de valeurs de /?, 7, . . . , / qui vérifient la condition (tic). L'équation [i\ i ; 
était déjà connue. Si l'on y pose successivement /i = i, /i = 2, 
n = 3, ... , on trouvera 

(iri) 5,1= — rt,, 5,=i:<7j — îifï,, 5,^= — <'ï}-f-3rt,rtj — 3rt,, .... 

Concevons maintenant que l'on demande la valeur de la somme 

n étant un nombre pair quelconque; il suffira évidemment de chercher 
la demi-somme des racines de l'équation 

(64) sin7rj:=o, 

élevées chacune à la puissance du degré — n, en ayant soin toutefois 
d'exclure la racine 3 = 0, ce que l'on fera en remplaçant l'équation (G4) 
par la suivante : 

(6:>) — - — = o. 
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Gela posé, on aura, en vertu de la formule (5o), 



411 



-^F + F 


-^4---^- 




I . 








î? 







rfM 



SinTTE 



(V' \ 



Sm TTE 



[,2.3...(/i — l) t/fi" 

ou, ee qui revient au même, 

(66) 



1.2.3. . .(/i — i) dt" 



2 



rf«l 



Sine 



III 

^ "^ 2^ "^ S'* "^ 4'^ "*' ~* i.2.3...(« — i) c/s'* 



e 



En d'autres termes, la somme dont on demande la valeur sera le coef- 
ficient de z" dans le développement du produit 



(67) 



n „,sin-5 

2 z 



en série ordonoée suivant les puissances ascendantes de z. Comme on 
aura d'ailleurs 



(68) 



— 1 1 I — rr *» -r 5 7 ~ ^ — • • • I 

Z \ 1.2.3 I.2.3.4.i> / 

=" (7:î:3'^*""i.3.3.4.5'^'^--V 

2V1.3.3" 1.2.3.4.5 ^"7 

V ^ -« ^ -. . V 

3Vi.a.3*' 1.2.3.4.5" ^'-) 

U ' '- ' -^ 1 V* 

/iVi.2.3" 1.2.3.4*5" t-...^ 



on trouvera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
fait usage pour établir la formule (6i), 



I I I 

' "^ y • "^ > "^ 4^ 



(69)^ 



2 2aVp -^^-^ ''^ 



1.2.3. ..(/?-h<y H-rH-.. . ) 



(ï.2.3. . ./?)(i .2.3. . .7)(i.2.3. . .r). . . 

(,777:3; V"" 1.2.3.4.5J V1.2.3.4.5.6.7J '* J' 
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le si^^ne I£ indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les crochets* et devant s'étendre à tous les systèmes 
de valeurs entières, nulles ou positives, de />, 7, r, ..., qui vérifient 
la condition 

(70) r^p-^- \(f -f-ôr-h . . . = /i. 

si Ton pose successivement /i = 2, w =1= /| , /i = G, .... on tirera de 
la formule (G9) 

II 7:* I 51 ?:* 

I 4 9 1.2 

(71) '4' 9' 

r"^v^<7^'**"9ï5="4^ i.Q.3.4.5.6' 



TT» 




1 


a> 


r' 




90 




io 1 


..1 


.3. 


t » 

1 


r» 




1 




a» 


7:' 



Dans ces dernières équations, (•» 3-' —» ■" sont ce qu'on appelle les 

nombres de BernoulU. Si Ton désigne par Aj, A,, A«, ... ces mêmes 
nombres, la valeur de A^,, déduite des calculs qui précèdent, se pré- 
sentera sous la forme que M. Libri lui a donnée, savoir, 






(7'^) ', __ n(\ .:^.3. .,n) ^ r I I .Q .3. . . (/> -h </ -h r -h. . .) 

~ 2" iij L/^~+" 7 -^ '■-+-••• (1. 2. 3.. ./J) (1.2. 3. ..7) (1.2.3.../)... 

^VTTTTSJ V"^ 1.2.3.4.5; («.2.3.4.5.6.7/ "*'r 

Concevons encore que l'on demande la somme des racines de l'é- 
quation 

(73) tangw=ic, 

élevées chacune à la puissance du degré — /i, en ayant soin toutefois 
d'exclure la racine 5 = 0. Comme, pour opérer cette exclusion, il suf- 
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fira de remplacer Téquation (73) par la suivante 

(74) ^^ =0» 

il est clair qu'on devra chercher la valeur de s_j^ que détermine la for- 
mule (5o), lorsqu'on pose dans cette formule 

^, ^ sins — 5C0S*; 
^(^) = T^ 

On trouvera ainsi, pour la valeur de la somme demandée, 

■^. sio£ — ecosg 

(75) .Ç_„z 



'"" l.2.3...(/4 — I) dt^ 

En d'autres termes, cette somme sera le coefficient de 5" dans le déve- 
loppement du produit 

, ^. , sin5 — ^cosc 
(76) —n\ -^ 

On aura d'ailleurs 

I sinj — g cosg _ / I I \ / î ' \ .î 

;;' ~~\i.2 1.2.3/ \ 1.2. 3. 4 1.2.3.4.57 

il-)- 



3 5 1 .2.3 7 1 .2.3.4.5 ' ' * ' 

et par suite 

I sin^~- jcosj _ . f\\ _ o f l g^ ___ £ 5* \ 

z^ ~~ \3/ \5 1.2.3 7 1.2.3.4.5 ** 7 

3«/i g* 1 z'^ Y 

2 \5 1.2.3 7 1.2.3.4.5 '* / 



(78) { 



33 / 1 g« _ j^ z^ Y 

3 \5 1.2.3 7 1.2.3.4.5 ' / 



puis on en conclura, par des raisonnements pareils à ceux dont nous 
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avons fait usage pour établir la formule (Gi), 

ta. 3. . . (/> -^y -h /•. . .) 



' _ V^ r SP-^^fr.- 1.2.3.. 



( ^ V5 rrisj V"* 7 1.2.3.4.5; V9 1.2.3.4.5.6.7; "* r 

le signe ^ indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les crochets, et relatifs aux divers svstèmes de valeurs 
entières, nulles ou positives, de/?, 7, r, . .., qui vérifient la condition 

(80) 2p -h 47-H6/--H. . .= n. 

Si, pour fixer les idées, on prend successivement w = 2, /i = 4» 
/< == G, . . . , on tirera de l'équation ( 79) 

(8.) 5_,.^i, ^-v=5i^' "-«=3rlr7' '-""3«.5^7».i,' •••' 
ou, ce qui revient au même, 

(82) ._,= !, ^-4=7^» "-==^' '-^=3^5' •••• 

D'ailleurs, nous avons reconnu (p. 358) que les racines de l'équa- 
tion (73) sont toutes réelles, mais deux à deux égales et de signes con- 
traires. Donc, si l'on désigne par a, p, y, ... les racines positives de 
cette équation, les racines négatives seront représentées par — a, — p. 
— Y, . . . , et Ton aura généralement 



(83) 



[«"""^(3^" ^y*« ■+-•••]» 



en sorte que les équations (82) se réduiront aux suivantes : 



(84) 



/ I I I I 

a* p* y* 10 

-L ^ _L — ' 

^■^ P"^ ^/"^ 35^' 

I II I 

^ "^ pi -+-p -+- ^' 

I r I 37 
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Si Ton voulait tirer directement des formules (84) les valeurs de a, 
^, Y, . . . , il suffirait .d'observer que, pour des valeurs croissantes de //, 
le rapport 



^— t/i— t 



converge vers la limite a*, le rapport 



vers la limite P', .... On en conclurait que la racine a coïncide avec 
la limite vers laquelle convergent les termes de la série 



(85) v/35z::^5,9..., v/22,5=^4,7---> \/-^r~ = ^'^- • •' 



"37 



C'est effectivement ce qui arrive, et l'on doit même observer que le 
troisième terme de la série (85) fournit déjà une valeur très approchée 
de la racine a, dont la valeur exacte, calculée avec sept décimales, est 
4,49341 18. . . {iwr la page 356). On obtiendrait avec la même facilité 
les valeurs approchées de p, y, . . . . 

Supposons enfin que, la lettre a désignant une quantité réelle, on 
demande la somme à laquelle on parviendrait en ajoutant les racines 
de l'équation 

(86) iSingz:= azy 

élevées chacune à la puissance du degré — /i, et en excluant toujours 
la racine ^ = o. Il suffira évidemment de remplacer l'équation (86) 
par la suivante 

,0 V sins — a^cos:; 

(87) =0, 

et de chercher la valeur de s_n que détermine la formule (5o), lorsqu'on 
pose dans cette formule 

(88) F(«)= ;; 
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On trouvera ainsi, pour la valeur de la somme demandée, 

, , sii)£ — as C0S6 
d' I 

(89) 5_„=i — 



.2.5... (/i —I) ds'' 

En d'autres termes, cette somme sera le coefïicient de z" dans le déve- 
loppement du produit 

,sin^~a5C0Sv 

(90) —ni 

On aura d'ailleurs 

[ sin:; — aicos^_ • / 1 a\ , / i a \ ^ 

\~^ z ^'""''~V^^3"^W''"^l 1.2.3.4.5 ^TZûr ^••• 

et par suite 

.sin5 — a5C0S^_. fSa — 1 z- 5a — i c* "| 

z —1(1 -a)— [3(^,__7) 77^" 57^"^) r2"T3:4 "*"•"] 

__ ' [ 3^ — 1 z^ 5a~-i z^ 1« 

2 L3(a — I) 1.2 5(a — i) 1.2.3.4 ' J 

I r 3^ — I z^ 6a — \ z^ Y 

"" 3 L3(a — I) 772 "" 5(a — 1.2.3.4 "^ " J 



(92) 



\ 



puis on en conclura 

/ _ V ( I 1.2. .. (/j 4-74- /•. . .) r 3a — I 1 ~\f' 

\ ^~"'~'^2à\p~^q-^r-\-... (i.2...y>)(i.2...7)(i.2...r).., ['3(^-1) 1.2J 

j • X 1- ^^^' ' y [ 7^-' 1- 

\ L 5 (a — i)i.2.3.4Jl7(^"~0'-2.3.4.'5.6| 

le signe ^ indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les accolades, et relatifs aux divers systèmes de valeurs 
entières, nulles ou positives, de p^ q,r, ... qui vérifient l'équation 

(80) 2/?-h47-h6r + . . .=:/i. 

Si, pour fixer les idées, on prend successivement « = 2, w = 4» 
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n = (j, .... on tirera de Téquation (93) 

3a — I 

I r 3a— I "I* I 5a — 1 

(94) \ *-*- ÏL3(«--i)J "65(a-i)' 

__ I r 3a — I "]• I 3a — i 5a — i i 7a — i 

' "■ 4 L3(« — oj " 1Ï6 3(a — I) 5(a — I) "^ î^ 7(a-i) ' 

D'ailleurs, nous avons reconnu (p. 358) que les racines de l'équa- 
tion (86) sont toutes réelles, mais deux à deux égales et de signes 
contraires, lorsque la constante a est négative ou bien positive, mais 
supérieure à Tunité. Donc alors, si Ton désigne par a, p, y, ... les ra- 
cines positives de cette équation, les racines négatives seront repré- 
sentées par — a, — "p, — Y» • • • ♦ ^'^ 1®^ formules (94) donneront 

I I I - I 3a — I 

â*'^P*"^y*"^ 3 3(a — I)' 

1 I I ir3a — il' I 5a — I 

(95) { ^"^^"^/"^ ïL3(«-0j ""^ 5(a-i)' 

I 1 I I r 3a — il* I 3a — I 5a — i 1 7a — i 

^■^pï'^P"*" 8L3(a — i)J ""3i 3(a — ô 5 (a- i) "^ 24Ô7(a'— i)' 

Si Ton supposait en particulier a = 2, a, p, y, ... seraient les racines 
positives de Téquation 

(96) tang5 = 25, 
et Ton tirerait des formules (95) 

î -^ j3î "♦- y« -*- 6' 

[II 49 

(97) (7' + pï-^7»+----^' 

III i56i9 



OBwret de C. — S. II, f . VI. 



53 
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Si la constante a était positive, mais inférieure à l'unité, alors Téqua- 
tion (86) admettrait deux racines imaginaires de la forme 

(98) i-Cy-^, c r._;yirT, 

la quantité réelle ^ étant déterminée par la formule 

«'' * 

(00) ^ - „ rrr a; 

et Ton trouverait, en désignant toujours par a, p, 7, ... les racines 
réelles et positives de la proposée, 

■ I I I I I 3 ^ - 1 

I i» "^ ^« "^ / ^ * ■ "^ ^' '^ ^i« — ' ^ ' 



Il I I 

(,00) / â' "^ ?' ^ / 



I I I 

~6 -*- t; -^- Tjk 



I _ I r 3^—1 T* I 5^ — 1 

I I I 3 /7 — I 1 ' I 3 <7 — I 5/7 — I I 7 r/ — I 

^ ~ 8 I 3(<7~i) J "" 33 3 (rt — I ) 5 (a — I ) "^ âïô ^7«^— T. ' 



Si a était renfermé entre les limites i et j, la première des for- 
mules (100) aurait pour second membre une quantité négative, et Ton 
tirerait de celte formule 






On obtiendrait ainsi une limite supérieure de la quantité ^, que Ton 
peut, au reste, déduire facilement de Téquation (99), attendu que le 
premier membre de cette équation décroît sans cesse, en passant de 
l'unité à zéro, tandis que l'on fait varier C depuis s = o jusqu'à î^ = oc. 
Les formules (G), (7), (8) et (9), dont les calculs que nous venons 
de faire indiquent suffisamment les nombreuses applications, sup- 
posent que la suite 

renferme toutes les racines de l'équation (2), ou du moins toutes celles 
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dans lesquelles la partie réelle demeure comprise entre les limites ^r^, 
X, et le coefficient de v/— i entre les limites Vo» Y. Si Ton désignait, 
au contraire, pars,, s^^ ..., 5,„ les racines que l'on peut déduire de la 
formule 

(103) 5 =z M -t- i' v^ — *» 

en prenant pour ^^, {^ deux fonctions réelles données des variables ^r, 
y, et attribuant à ces variables des valeurs respectivement comprises 
entre les limites x = a:Q, x = X, y = yQ, y = Y; alors, en adoptant 
les notations que nous avons déjà employées (pages 257 et suivantes), 
on obtiendrait, à la place des équations (6) et (7), d'autres équations 
du même genre, mais dont les seconds membres seraient des résidus 
exprimés à l'aide des notations dont il s'agit.' On trouverait effective- 
ment 

« 

*=" ,^y='' (i)(s)F'(s) I , \ 

et 

(.0.'.) ,(..)-.,(-^)-^...-,(-^J='=''^^^^^('-^^f^^ U = u-..^). 

la fonction '|(^) étant toujours assujettie k la seule condition de con- 
server une valeur finie, tandis que la variable z recevrait une des va- 
leurs 5,, 52, . .., :?,„. Demême, si les racines de l'équation (i), désignées 
pars,, s^, ..., s,„, étaient précisément celles que l'on peut déduire de 
la formule 

(io5) z z=z r{cosp-h\' — i sin/>), 

en attribuant aux variables reip des valeurs respectivement comprises 
entre les quantités positives r = ro, r=R, et les quantités positives 
ou négatives /?==/?o» /? = P, On aurait 

(106) (p(5i) + (p(5,)4-.-.4-(p(^,„)::=: f aJt-\\\ ' [- = '*( cos/> 4- y/- I sm/?)J, 
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ou, plus simplement, en faisant usage de la notation établie page 258, 

(,07) 9(;!,) + ?(5.)+...-(-9(5«)= ^ in-TW-' 
et l'on trouverait encore 

Ainsi, par exemple, si la suite 5,, z.^, ...^ s„ renferme seulement les 
racines dont le module est inférieur à Tunité, on aura 

(.09) 9(c.)-h9(.^)+...4.9(^.«)= l KFCU) ' 
et 

Lorsque la fonction 

(18) 9(^)F(;;), 

ou 

(19) ?(^)F'(^)-+(5)F(c), 

conserve une valeur finie pour toutes les valeurs finies réelles ou ima- 
ginaires de s, ou du moins pour celles dont le module est inférieur à 
l'unité, alors les formules (107) et (108), ou (109) et (iio), peuvent 
être remplacées par d'autres, dans lesquelles les doubles parenthèses 
renferment les deux termes de chacune des fractions 

F(5) ' F(5) 

Par conséquent, dans cette hypothèse, les équations (109) et (110) 
peuvent s'écrire comme il suit : 

(,„) ,(„)+»(.,)+.. .+,(».)=;x';_^((îi^>)). 
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On a vu dans cet Article combien il est facile de calculer, à l'aide 
du signe J^, la somme des fonctions semblables de plusieurs racines 
d*une équation algébrique ou transcendante. Cette somme étant une 
fois exprimée en résidus, on peut aisément transformer son expression 
en intégrales définies, ou la développer en série. En effet, pour y par- 
venir, il suffit, dans un grand nombre de cas, de combiner les for- 
mules qui précèdent avec les équations que nous avons précédemment 
obtenues {voiries deux Articles qui s'étendent de la page 124 à la 
page 145 et de la page 256 à la page 285), ou de développer en séries 
convergentes les fonctions renfermées sous le signe ^. Ainsi, par 
exemple, en combinant la formule (m) avec la formule (65) de la 
page 265, on trouvera 

(..3, ,„.,^,<..,....^,(..,= J.£.,^.î(f:0^.,. 

L'équation (i i3) suppose : i® que la suite -s,, js^, . . . , z,„ renferme seu- 
lement celles des racines de l'équation (2) dont le module est compris 
entre les limites o, 1; 2** que le produit <p(s)F'(s) conserve une valeur 
finie pour les valeurs finies réelles ou imaginaires de s, ou du moins 
pour celles dont le module est inférieur à l'unité. 

Les formules analogues à l'équation (i i3), et celles que l'on déduit 
des équations (6), (7), (8), etc., par le développement des fonctions 
en séries, méritent d'être remarquées, et nous fourniront le sujet de 
quelques nouveaux Articles. 
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